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Tato práce se zabývá modelováńım r̊uzných typ̊u výrobńıch linek. Modelováńı je prováděno
pomoćı matematického programováńı a simulačńıho př́ıstupu. Optimalizačńı výpočty jsou
většinou realizovány s pomoćı programu GAMS. Simulace jsou realizovány programem
Matlab/ SimEvents. Výsledky jsou prezentovány Ganttovými diagramy.
Summary
This thesis deals with modelling diffenrent types of production lines. Modeling is done
by the mathematical programming and simulation methods. Optimization related com-
putations are mostly implemented in program GAMS. Simulation is realized by using
program Matlab/SimEvents. The results are presented by the Gantt diagrams.
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Prvńı část práce je zaměřena na matematické programováńı výrobńıch linek a jejich
implementaci. Výrobńı linky lze rozdělit na sériové, paralelńı a jejich kombinace, které
nazýváme obecnými výrobńımi linkami. V praxi se často setkáváme s obecnými výrobńımi
linkami. U těchto linek se daj́ı zkoumat některé charakteristiky např́ıklad tvořeńı front
nebo optimálńı plánováńı údržeb na stroj́ıch. V této práci jsou uvedeny obecné i konkrétńı
matematické modely. Práce s těmito modely je prezentována na př́ıkladech a je k nim
uvedena jejich výpočtová náročnost. Modely jsou implementovány v programu GAMS
a výsledky ilustrovány Ganttovými diagramy v MS EXCEL. Daľśı část práce je zaměřena
na simulačńı př́ıstup, který využ́ıvá program SimEvents, což je část programu Matlab-
Simulink. Tento text se děĺı na 4 kapitoly.
Prvńı kapitola popisuje základńı pojmy a definice, které spadaj́ı do oblasti operačńıho
výzkumu a budou použity v daľśıch kapitolách. Také je tu pojednáno o Ganttových dia-
gramech včetně vysvětleńı jejich použit́ı v práci.
Druhá kapitola je hlavńı část́ı práce. Úvod je zaměřen na pojmy matematického progra-
mováńı. Podkapitoly se zabývaj́ı druhy výrobńıch linek, sestaveńım jej́ıch matematického
modelu a využit́ım na př́ıkladu a ukázkou výsledk̊u na Ganttových diagramech. Druhy
výrobńıch linek, kterými se kapitola zabývá, jsou sériové, paralelńı a obecné výrobńı linky.
Obecná výrobńı linka je potom rozš́ı̌rena o fronty a o plánováńı údržeb.
Třet́ı kapitola navrhuje př́ıstup simulačńı a také představuje program SimEvents.
T́ımto př́ıstupem jsou řešeny př́ıklady z druhé kapitoly. Výsledky jsou porovnány také
s výsledky z druhé kapitoly. Dále se kapitola zabývá heuristikou a algoritmem, který řeš́ı
plánováńı údržeb.
Závěrečná kapitola shrnuje výpočetńı náročnost matematických model̊u a simulaćı.
Tyto náročnosti jsou srovnány a zhodnoceny.
Práce může být užitečná pro iniciativu Industry 4.0. Jedńım z ćıl̊u tohoto trendu
je digitalizace a automatizace lidských činnost́ı v oblasti výroby pro přesněǰśı a rychleǰśı
práci. Jedńım ze zp̊usob̊u má být zajǐstěńı předáváńı informaćı mezi výrobky pomoćı čip̊u
na každém výrobku a materiálu. Vize Industry 4.0 je obsáhlá a jej́ı součást́ı je např́ıklad
vize o virtuálńı továrně, o které pojednává článek [16] a [30].
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Kapitola 1
Základńı pojmy a formát výstupńıch
dat
V této kapitole uvedeme a vysvětĺıme základńı pojmy, které budeme využ́ıvat v celé práci.
Dále také poṕı̌seme zp̊usob grafického znázorňováńı výsledk̊u. Nejprve než si vysvětĺıme,
co je to výrobńı linka, zavedeme pojmy entita, stroj a procesńı čas.
Definice 1 Entitou nazýváme obecnou jednotku. Př́ıklady entit v r̊uzných oblastech uvád́ı
tabulka. V této práci budeme entitou myslet výrobek nebo součástku.
Tabulka 1.1: Př́ıklady entit v r̊uzných oblastech
Oblast aplikace Entity
Letǐstě Letadla čekaj́ıćı na přistáńı
Komunikačńı śıtě Odeśılané pakety, zprávy
Eskalátory Cestuj́ıćı lidé
Výrobńı linky Výrobky, součástky
Poč́ıtačový operačńı systém Úkoly
Definice 2 Strojem nazýváme proces, kdy je prováděna činnost na entitě po určitou dobu.
Tuto dobu nazýváme procesńım časem. Př́ıkladem stroje m̊uže být obráběćı stroj, pokladna,
člověk apod. Entity do stroje vstupuj́ı a zase z něho vycházej́ı po uplynut́ı procesńıho času.
Stroje znač́ıme ṕısmenem M a pořadovým č́ıslem.
Definice 3 Výrobńı linkou nazýváme posloupnost stroj̊u. Výrobńı linku lze rozdělit na tři
části. Vstupńı část́ı pro entity je počátečńı stroj, navazuj́ıćı část́ı je výrobńı proces, který
zajǐst’uj́ı opět stroje a posledńı část́ı je koncový stroj, ze kterého entity vystupuj́ı hotové.
Tento popis ilustruje obrázek 1.1.
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Obrázek 1.1: Schéma výrobńı linky
Jedno z významných jmen, které se poj́ı s výrobńımi linkami, je Henry Ford. Tento
muž zavedl pásovou výrobu a rozdělil ji na mnoho d́ılč́ıch proces̊u na začátku 20. stolet́ı.
Vı́ce se dá doč́ıst v [29]. My se budeme zabývat výrobńımi linkami pouze z matematického
hlediska a modelovat je. Ukázkou výrobńı linky může být ukázka 1.
Ukázka 1 Výroba ṕıst̊u do motor̊u: na začátek výrobńı linky se nám dopravuj́ı nařezané
hlińıkové válce(entita), které v lisu (1. stroj) pod vysokou teplotou jsou slisovány do pr-
votńı podoby. Následně jsou dopraveny do pece (2. stroj), kde jsou vystaveny vysokým tep-
lotám pro źıskáńı lepš́ıch vlastnost́ı. Poté jsou dopraveny do obráběćıho stroje(3. stroj),
kde jsou válce soustruženy, frézovány a do nich vyvrtány potřebné d́ıry. Posledńım krokem
je očǐstěńı, vybroušeńı a umyt́ı (4.-6. stroj). Výrobńı linka má tedy 6 stroj̊u.
Podle typologie výrobńıch linek můžeme rozlǐsit dva základńı druhy. T́ım prvńım je
výrobńı linka zapojena sériově. Tento typ budeme dále nazývat sériovou linkou a tuto
linku můžeme schématicky vidět na obrázku 1.2. Vı́ce o sériové lince pojednává kapitola
2.1.
Definice 4 Sériovou linkou nazýváme posloupnost stroj̊u zapojených za sebou. Entity
muśı proj́ıt všemi stroji v pořad́ı v jakém jsou stroje zapojeny.
Obrázek 1.2: Sériová výrobńı linka
Druhý typ výrobńı linky budeme nazývat paralelńı linkou. Obrázek 1.3 ilustruje tento
typ, který bude popsán v kapitole 2.2.
Definice 5 Paralelńı linkou nazýváme výrobńı linku, jej́ı̌z stroje jsou zapojeny paralelně.
Entita projde právě jedńım strojem.
Častým typem výrobńı linky je kombinace sériové i paralelńı, kterou budeme nazývat
obecnou výrobńı linkou. O tomto typu pojednává kapitola 2.4. Ve stejné kapitole budeme
obecnou výrobńı linku převádět na orientovaný graf.
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Obrázek 1.3: Paralelńı část výrobńı linky
Definice 6 Grafem G nazýváme uspořádanou dvojici G = (V,E), kde V 6= ∅ je množina
vrchol̊u a E je množina hran. Pro neorientovaný graf plat́ı, že E je podmnožinou všech
možných dvojic vrchol̊u.[14]
Definice 7 Orientovaným grafem nazýváme graf, jehož množina E je podmnožinou všech
uspořádaných dvojic vrchol̊u. Zapisujeme E ⊆ V ×V , kde V ×V označuje kartézský součin
prvk̊u z množiny V. Hrany orientovaného grafu nazýváme orientované hrany a graficky je
označujeme šipkami.[14]
Definice 8 Ohodnoceńım hran nazveme funkci w, která hraně přiřad́ı č́ıslo w: E → R,
kde R je množina všech reálných č́ısel. Pro nezáporné ohodnoceńı hran plat́ı w(e) ≥ 0,
kde e ∈ E.[14]
Obrázek 1.4: vlevo: neorientovaný graf; uprostřed: orientovaný graf; vpravo: orientovaný
graf s ohodnoceńım hran
U výrobńı linky se často zkoumá, jestli se tvoř́ı fronty a jak velké. S jednoduchou
frontou se můžeme např́ıklad setkat v obchodě. Zákaznici tvoř́ı čekaj́ıćı řadu a jsou ob-
sluhováni poté, co je pokladna volná. Ve výrobńı lince se fronty tvoř́ı stejně, avšak může
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záležet na pravidlech odchodu entit z fronty. Na obrázku 1.5 vid́ıme jednoduché schéma
fronty. V praxi se snaž́ıme tvořeńı front minimalizovat. O práci s frontami pojednává
kapitola 2.5. Rozlǐsujeme několik základńıch pravidel pro odchod entit z front.
Obrázek 1.5: Schéma fronty
• FIFO (first in, first out) - Prvńı entita, která vstupuje do fronty, také z fronty jako
prvńı vystupuje. Př́ıkladem je řazeńı entit za sebou.
• LIFO (last in, first out) - Posledńı entita, která do fronty vstupuje, tak jako prvńı
z fronty vystupuje. Př́ıkladem je skládáńı entit na sebe.
• SIRO (selection in random order) - Entity vystupuj́ı z fronty v náhodném pořad́ı.
• GD (general discipline) - Libovolné pravidlo.
Daľśı oblast́ı, kterou budeme zkoumat, jsou údržby.
Definice 9 Údržbou nazýváme proces na stroji s dobou trváńı, kdy do stroje nevstupuje
ani z něj nevystupuje entita. Tuto dobu budeme nazývat doba údržby. Cı́lem údržby je
předevš́ım kontrola stroje nebo jeho oprava.
K prezentaci výsledk̊u vycházej́ıćıch z model̊u budeme využ́ıvat Ganttovy diagramy,
o kterých pojednává zdroj [6]. Gantt̊uv diagram je speciálńı pruhový diagram pojmeno-
vaný po H. L. Ganttovi. Ukázku Ganttova diagramu vid́ıme na obrázku 1.6. Často se
využ́ıvá k ř́ızeńı činnost́ı, které jsou naplánovány v čase. Potřebnými údaji pro vytvořeńı
tohoto diagramu jsou počátečńı a koncové časy činnost́ı. Na vodorovné ose se nacháźı
časová osa. Na svislé ose jsou potom jednotlivé činnosti. My budeme Gantt̊uv diagram
vytvářet pomoćı programu MS Excel, avšak tento program nenab́ıźı vytvářeńı těchto
diagramů ve svých funkćıch. Proto muśıme využ́ıt jazyka VBA (Visual Basic for Ap-
plications) a diagramy doprogramovat. O použit́ı jazyka VBA v programu MS Excel se
dozv́ıme v [32]. Na obrázku 1.7 vid́ıme Gantt̊uv diagram ukázky 1 pro 7 hlińıkových válc̊u
(entit). Na svislé ose jsou zadány stroje. Entity jsou oč́ıslovány a barevně rozlǐseny. Tento
diagram byl vytvořen pomoci jazyka VBA v aplikaci MS Excel.
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Obrázek 1.6: Ukázka Ganttova diagramu, zdroj [15]
Obrázek 1.7: Gantt̊uv diagram ukázky 1
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Kapitola 2
Model výrobńı linky - matematické
programováńı
V kapitole 1 jsme si uvedli základńı pojmy, které se týkaj́ı výrobńı linky. Také jsme
popsali základńı druhy výrobńıch linek. V této kapitole sestav́ıme matematické modely
sériové, paralelńı a obecné výrobńı linky pomoćı matematického programováńı. Dále mo-
dely rozš́ı̌ŕıme o fronty a údržby. Každý model zařad́ıme do jedné z úloh matematického
programováńı LP, NLP, MIP nebo MINLP. Tyto pojmy úvodem vysvětĺıme.
Každý matematický model se skládá z účelové funkce a omezuj́ıćıch podmı́nek. Tyto
modely můžeme rozdělit podle charakteru podmı́nek a účelové funkce na lineárńı a ne-
lineárńı. Modely dále děĺıme podle charakteru proměnných na celoč́ıselné, neceloč́ıselné
nebo smı́̌sené. Neceloč́ıselnými máme na mysli, že proměnné jsou z oboru reálných č́ısel.
Formulace minimalizačńı úlohy
Účelová funkce: min f(x1, . . . , xN)
Podmı́nky: hi(x1, . . . , xN) ≤ 0, pro i = 1 . . . , K
gi(x1, . . . , xN) = 0, pro i = 1 . . . , L
x1, . . . , xN ∈ X
,kde f, h1, . . . , hK , g1, . . . , gL jsou funkce definované na RN . Proměnné x1, . . . , xN jsou
hledaná řešeńı aX je množina. Pokud podmı́nky s nerovnostmi ”≤”uprav́ıme vynásobeńım
č́ıslem -1, dostáváme podmı́nky typu ”≥”, viz [18] a [4].
Lineárńı programováńı LP (linear programming) je úloha, kde účelová funkce f a funkce
h, g, w jsou zadány jako lineárńı kombinace neznámých x1, . . . , xN s konstantńımi koe-
ficienty. Jestliže jedna z těchto funkćı je nelineárńı funkćı, pak mluv́ıme o nelineárńım
programováńı NLP (nonlinear programming). Obsáhleǰśı definici najdeme v [18].
O programováńı s celými č́ısly IP (integer programming) mluv́ıme tehdy, plat́ı-li
X ⊆ Z, kde Z je množina celých č́ısel. Pro programováńı s reálnými č́ısly plat́ı X ⊆ R,
kde R je množina reálných č́ısel. Programováńı se smı́̌senými č́ısly MIP (mixed-integer
programming) nazýváme úlohu, která pracuje s celými i reálnými č́ısly, tedy s kombinaćı
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předchoźıch možnost́ı. Pokud se bude nav́ıc jednat o nelineárńı úlohy, tak budeme značit
MINLP (mixed-integer nonlinear programming). O těchto úlohách pojednává zdroj [18].
2.1 Sériová výrobńı linka
V této kapitole se budeme zabývat sériovou výrobńı linkou podle definice 4. Tento druh
výrobńı linky lze jednoduše matematicky modelovat a výpočet patř́ı k méně náročným.
Výrobńı linka může být celá sériově poskládaná nebo alespoň nějakou sériovou část ob-
sahovat. Výrobek se chová tak, že je zpracován na stroji a po dokončeńı je určitým
zp̊usobem přesunut do daľśıho stroje. Tento proces se opakuje. Výrobek je tedy v určitém
pořad́ı opracováván na všech stroj́ıch sériové výrobńı linky. Výrobek nemůže žádný stroj
vynechat, přeskočit nebo si volit jiné pořad́ı stroj̊u. Stroj̊um budeme přǐrazovat index j
a entitám index i. Budeme zanedbávat dopravńıky mezi stroji. To znamená, jakmile entita
skonč́ı ve stroji j, ihned může zač́ıt být zpracovávána na stroji (j + 1).
Mějme m stroj̊u spojených sériově. Chceme, aby linkou prošlo n entit. Označme tj jako
procesńı čas na stroji j, kde j = 1 . . . , m. Budeme prozat́ım předpokládat, že zpracováńı
každé entity trvá na stroji j stejně. Dále potřebujeme proměnnou xi,j, jej́ıž hodnota
znamená čas konce zpracováńı entity i na stroji j. Mezi každými dvěma spojenými stroji
bude platit nerovnice (2.1), která je uvedena ve zdroji [33].
xi,j+1 − xi,j ≥ tj+1, kde i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m− 1 (2.1)
Nerovnici (2.1) popisuje obrázek 2.1, který vysvětluje, že překrývaj́ıćı procesy A) nesmı́
nastat. Př́ıpustné jsou pouze procesy, které navazuj́ı ihned nebo později, jak na obrázku
ilustruje situace B).
Obrázek 2.1: Překrýváńı proces̊u mezi stroji
Takhle jsme určili pořad́ı stroj̊u pro každou entitu. T́ımto určeńım budeme ř́ıkat,
že jsme entitám zadali cestu přes výrobńı linku. Nyńı je potřeba uspořádat procesy entit
na každém stroji j. Použijeme stejné nerovnice, které trochu pozměńıme.
xi+1,j − xi,j ≥ tj, kde i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , m (2.2)
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Nerovnice (2.2) zajǐst’uj́ı nepřekrýváńı proces̊u na každém stroji. Je tedy požadováno,
aby se procesy nepřekrývaly jak mezi stroji, tak na jednotlivých stroj́ıch. Také d́ıky těmto
nerovnićım se nemůže stát, že by se entity předběhly. To znamená, že pokud si entity
oč́ıslujeme a zpracuj́ı se na prvńım stroji v pořad́ı 1, 2, 3, 4, 5 . . ., tak se ve stejném pořad́ı
zpracuj́ı na každém stroji. Vlastnost nepředb́ıháńı požadujeme v sériových částech výrobńı
linky.
Pro celý model předpokládáme, že xi,j jsou nezáporná reálná č́ısla. Nyńı máme hotové
podmı́nky modelu. Abychom mohli model dokončit, potřebujeme účelovou funkci. Máme
v́ıce možnost́ı, jak tuto funkci volit a zálež́ı na tom, jak potřebujeme, aby se model cho-
val. Požadujeme, aby entity byly co nejdř́ıve zpracovány na každém stroji a nedocházelo
k mezerám mezi procesy na jednotlivých stroj́ıch. K těmto mezerám může doj́ıt pouze,
pokud se tvoř́ı fronty. Chceme potom minimalizovat každou hodnotu proměnných xi,j,
které jsou nezáporné. Tohoto doćıĺıme minimalizováńım součtu všech hodnot xi,j. Vztah







T́ım je sestaveno vše potřebné pro modelováńı sériové výrobńı linky. Celá sériová
výrobńı linka neńı moc zaj́ımavá z hlediska použit́ı, avšak dobře ukazuje na základńı
vlastnosti výrobńıch linek a jejich matematický popis. Podmı́nky tohoto modelu nám
budou pomáhat k sestavováńı obecných výrobńıch linek, jejichž části bývaj́ı sériové. Na-
konec uvád́ıme tabulku shrnut́ı celého modelu 2.1 sériové výrobńı linky a jej́ı klasifikaci.
Z d̊uvodu přehlednosti budeme v tabulkách shrnut́ı oddělovat vzorce a podmı́nky čarami
jak vertikálně tak horizontálně.
Tabulka 2.1: Model sériové výrobńı linky






xi,j+1 − xi,j ≥ tj+1 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m− 1
xi+1,j − xi,j ≥ tj i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , m
xi,j ≥ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
Na tomto shrnut́ı můžeme vidět, že matematické programováńı sériové výrobńı linky
je úlohou lineárńıho programováńı. Tyto úlohy jsou lehce řešitelné a mohou být poč́ıtány
simplexovou metodou, která je vysvětlena v [18], př́ıpadně efektivněǰśımi metodami.
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Př́ıklad 1
Zadáńı př́ıkladu ilustruje obrázek 2.2. Na obrázku vid́ıme 3 stroje, které jsou zapojeny
sériově. Daľśım zadáńım př́ıkladu je, že budeme poč́ıtat s 5-ti entitami a procesńı časy
voĺıme t = (1, 1, 2), pro jednoduchou prezentaci výsledk̊u. Implementováńı úlohy prove-
deme v programu GAMS a zdrojový kód najdeme v př́ıloze pod názvem seriova linka.gms.
Obrázek 2.2: Sériová výrobńı linka se třemi stroji
Po vypoč́ıtáńı hledaných čas̊u xi,j, hodnoty ulož́ıme do programu MS Excel, který nám
vykresĺı Gantt̊uv diagram 2.3. Na diagramu vid́ıme, že procesy navazuj́ı podle očekáváńı
a délky procesńıch čas̊u odpov́ıdaj́ı. Pořad́ı entit se taky neměńı a procesy se nepřekrývaj́ı.
Touto sériovou výrobńı linkou prošlo 5 entit za 12 časových d́ılk̊u.
Obrázek 2.3: Gantt̊uv diagram-př́ıklad sériové výrobńı linky
2.2 Paralelńı výrobńı linka - nelineárńı model
V této části se budeme zabývat paralelńı výrobńı linkou podle definice 5. Spojeńı stroj̊u
paralelně se často hod́ı, pokud chceme zrychlit výrobu. Např́ıklad v obchodě máme v́ıce
pokladen a stač́ı zákazńıkovi použ́ıt pouze jednu, zat́ımco na daľśıch pokladnách mohou
být obsluhováńı daľśı lidé ve stejný čas. Jakmile se výrobek v lince dostane před sou-
stavu paralelńıch stroj̊u, muśı se určitým zp̊usobem rozhodnout, do kterého stroje p̊ujde.
Např́ıklad v obchodě se rozhodujeme podle toho, která pokladna je volná. Ve výrobńıch
linkách o rozřazeńı a dopraveńı rozhoduje poč́ıtač připojený na mechanickou dopravu
(rameno, portál atd.). Tady budeme předpokládat, že zp̊usob rozřazováńı entit do para-
lelńıch stroj̊u je dáno nebo může být libovolné a my chceme model podle toho sestrojit.
Zp̊usob̊u rozřazováńı existuje několik a my budeme použ́ıvat logiku stř́ıdáńı, kterou de-
finujeme v pr̊uběhu této kapitoly. Daľśı možnost́ı je ponechat volbu rozřazováńı volnou.
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To znamená, že necháme model samotný spoč́ıtat, které rozřazováńı je vhodné. Poté vy-
hodnot́ıme, jestli se rozřazováńı chová podle logiky stř́ıdáńı.
Mějme p stroj̊u spojených paralelně a jeden stroj na vstupu a jeden na výstupu,
dohromady opět m stroj̊u. Situaci vid́ıme na obrázku 1.3 z kapitoly 1.
Vstupńı stroj M1 opracovává entity a pośılá je do jednoho z paralelńıch stroj̊u M2 až
M(p+1). Až je proces entity v jednom z těchto stroj̊u vyhotoven, tak je entita poslána
na opracováńı do stroje M(p+2). Stroje M1 a M(p+2) je nutné do modelu zahrnout.
Mohou to být stroje, které zakončuj́ı a zač́ınaj́ı sériovou část, nebo je můžeme chápat
jako vstupy a výstupy entit. Nejprve budeme model sestavovat podle základńıch poznatk̊u
o paralelńıch výrobńıch linkách pomoćı nelineárńıho programováńı. Kv̊uli vyšš́ım nárok̊um
nelineárńıho programováńı poté model linearizujeme.
Začneme stejnými nerovnicemi jako v předchoźı kapitole. Avšak budou platit pouze
pro stroje M1 a M(p+2). Jsou to nerovnice (2.4), které vyjadřuj́ı vztahy mezi procesy
entit i na stroj́ıch jednotlivých M1 a M(p+2).
x(i+1),j − xi,j ≥ tj, j = 1,m, i = 1, . . . , n− 1 (2.4)
Nyńı muśıme popsat cestu entit. U paralelńı výrobńı linky může mı́t každá entita
jinou posloupnost stroj̊u, můžeme ř́ıkat jinou cestu. To je zp̊usobeno t́ım, že každá entita,
může j́ıt přes jiný paralelńı stroj. Proto bude daná situace o trochu složitěǰśı. Muśıme
si zavést tzv. indikátorové proměnné di,j pro i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, které nám
pomohou pracovat s logickými podmı́nkami. Tyto proměnné jsou binárńı a definovány
popisem (2.5). Indikátorové proměnné se zavád́ı ve zdroji [33].
di,j =
{
1 pokud proces entity i je prováděn na stroji j
0 pokud proces entity i neńı prováděn na stroji j
(2.5)
Každá entita může být zpracována pouze na jednom paralelńım stroji. Muśı proto
platit logická podmı́nka (2.6) dovoluj́ıćı, aby pouze jedna indikátorová proměnná př́ıslušná
p paralelńım stroj̊um byla hodnoty 1.
p+1∑
j=2
di,j = 1, i = 1, . . . , n (2.6)
Ted’ zajist́ıme cestu pro každou entitu podle hodnoty di,j. Nerovnice (2.7) a (2.8) jsou
rozš́ı̌reńım nerovnic (2.1) a (2.2).
p+1∑
j=2
di,jxi,j − xi,1 ≥
p+1∑
j=2





di,jxi,j ≥ tp+2, i = 1, . . . , n (2.8)
Nerovnice (2.7) znamená, že pokud entita např́ıklad p̊ujde přes paralelńı stroj 3,
tzn. di,3 = 1, pak ostatńı indikátorové proměnné pro př́ıslušnou entitu jsou nulové d́ıky
podmı́nce (2.6) a v nerovnici (2.7) z̊ustanou pouze členy xi,3, xi,1 a parametr t3. Podobně
plat́ı pro nerovnici (2.8). V modelu s logikou stř́ıdáńı vynecháme použit́ı proměnných di,j
pro indexy j = 1,m.
V této fázi má model potřebné základńı vlastnosti, ale neńı ošetřeno, aby se procesy
nepřekrývaly na paralelńıch stroj́ıch. Daľśım krokem je doplnit vztahy mezi procesy entit
na jednotlivých stroj́ıch. V tomto př́ıpadě to neńı tak jednoduché. Můžeme situaci zkon-
kretizovat tak, že si urč́ıme zp̊usob přǐrazováńı entit do paralelńıch stroj̊u. Nejzákladněǰśı
technika přǐrazováńı entit je logika stř́ıdáńı. To znamená 1. entita jde do 1.stroje, 2.entita
jde do druhého atd., jakmile se dostaneme k posledńımu stroji, zač́ınáme s přǐrazováńım
zase od 1.stroje.
Definice 10 Logikou stř́ıdáńı budeme nazývat proces, kdy každé entitě přiřazujeme stroj
v pořad́ı 1 až p. M̊užeme tedy ř́ıci, že se entity přiřazuj́ı v kružnici. Viz obrázek 2.4 pro 4
paralelńı stroje.
Obrázek 2.4: Schéma logiky stř́ıdáńı pro 4 paralelńı stroje
Abychom použili logiku stř́ıdáńı, zavedeme pro tuto situaci nový index k . Definujeme
procesy na paralelńıch stroj́ıch pomoćı vztahu (2.9), za předpokladu, že p děĺı n beze
zbytku.
xj−1+(k+1)p,j − xj−1+kp,j ≥ tj, k = 0 . . . , (n/p− 1), j = 2, . . . , (p+ 1) (2.9)
Indikátorové proměnné di,j, budou speciálně voleny, aby byla dodržena logika stř́ıdáńı.




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

, i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , p (2.10)
T́ımto jsme model dokončili pro logiku stř́ıdáńı a s přidanou účelovou funkćı (2.3)
uvedeme shrnut́ı.
Tabulka 2.2: Model paralelńı výrobńı linky s logikou stř́ıdáńı






xi+1,j − xi,j ≥ tj j = 1,m, i = 1, . . . , n− 1∑p+1
j=2 di,j = 1 i = 1, . . . , n∑p+1
j=2 di,jxi,j − xi,1 ≥
∑p+1
j=2 di,jtj i = 1, . . . , n
xi,p+2 −
∑p+1
j=2 di,jxi,j ≥ tp+2 i = 1, . . . , n
xj−1+(k+1)p,j − xj−1+kp,j ≥ tj k = 0 . . . , (n/p− 1), j = 2, . . . , (p+ 1)
dj−1+kp,j = 1 k = 0 . . . , (n/p− 1), j = 2, . . . , (p+ 1)
xi,j ≥ 0, di,j ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
V modelu se vyskytuj́ı nelineárńı podmı́nky a celoč́ıselné a reálné proměnné. Proto
úlohu označ́ıme jako MINLP.
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Může se stát, že budeme cht́ıt řešit model tak, že chceme nechat volnost výběru pa-
ralelńıch stroj̊u pro každou entitu. Takže budeme cht́ıt optimalizovat přǐrazováńı entit
stroj̊um. Potom muśıme použ́ıt obecněǰśı vztahy pro entity na paralelńıch stroj́ıch. To zna-
mená vystihnout nerovnicemi všechny možnosti přǐrazeńı pro všechny entity. To už neńı
tak jednoduché, protože s rostoućım počtem entit bude r̊ust i počet možnost́ı.
Ukážeme, jak by situace vypadala pro 5 entit a 2 paralelńı stroje podle obrázku 2.5.
d(i+1),jx(i+1),j − di,jd(i+1),jxi,j ≥ d(i+1),jtj, i = 1, . . . , 4; j = 2, 3 (2.11)
Nerovnice (2.11) udává vztahy mezi entitami na stroji j, pokud entity ihned navazuj́ı.
d3,jx3,j − d3,jd1,j(1− d2,j)x1,j ≥ d3,j(1− d2,j)tj, j = 2, 3 (2.12)
Nerovnice (2.12) plat́ı pro to, když entita 3 a 1 byla zahrnuta do stroje j, ale entita 2
nebyla. A podobně až pro 5 entit jsou dány vztahy (2.13) . . . (2.17).
d4,jx4,j − d4,jd2,j(1− d3,j)x2,j ≥ d4,j(1− d3,j)tj, j = 2, 3 (2.13)
d4,jx4,j − d4,jd1,j(1− d2,j)(1− d3,j)x1,i ≥ d4,j(1− d2,j)(1− d3,j)tj, j = 2, 3 (2.14)
d5,jx5,j − d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)(1− d2,j)d1,jx1,j ≥
≥ d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)(1− d2,j)tj, j = 2, 3 (2.15)
d5,jx5,j − d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)d2,ix2,i ≥ d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)tj, j = 2, 3 (2.16)
d5,jx5,j − d5,j(1− d4,j)d3,jx3,j ≥ d5,j(1− d4,j)tj, j = 2, 3 (2.17)
Pro v́ıce entit bychom museli přidat daľśı nerovnice, které by popisovaly daľśı možnosti.
V tomto zjednodušeńı může nastat 32 možnost́ı, jak mohou být entity rozřazeny. Obecně
tedy můžeme spoč́ıtat pro obecný př́ıpad, že bude platit np možnost́ı. Kde n je počet entit
a p počet paralelńıch stroj̊u. Možnosti by se potom opět zvýšily, kdybychom měli v celé
lince v́ıce řad paralelńıch stroj̊u. Takže pro k řad by ještě platilo knp. Bylo by dobré zkusit
nerovnice (2.11),. . . (2.17) zapsat obecněji pro n entit, např́ıklad pomoćı matic. Mohli
bychom potom vidět nějaké pravidlo v matici koeficient̊u soustavy a potom jednodušeji
sestavovat tyto nerovnice.
Dále muśıme poznamenat, že tento model d́ıky vztah̊um (2.11),. . . (2.17) se stává ne-
lineárńım. S t́ım potom mohou být problémy při výpočtech. Také může být obt́ıžněǰśı
pracovat s t́ımto modelem pro větš́ı výrobńı linku s v́ıce řadami paralelńıch stroj̊u a v́ıce
entitami. Tady jsme se omezili pouze na jednu paralelńı část. V praxi bývá pro rozřazováńı
entit do stroj̊u nějaké naprogramované pravidlo, jako např́ıklad zmı́něná logika stř́ıdáńı.
O konkrétńı časové náročnosti pojednává kapitola 4.1. Shrnut́ı modelu plat́ı pro obecný
počet paralelńıch stroj̊u.
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Tabulka 2.3: Model paralelńı výrobńı linky pro 5 entit bez pravidla přǐrazováńı






xi+1,j − xi,j ≥ tj j = 1,m, i = 1, . . . , n− 1
x1,1 ≥ t1∑p+1
j=2 di,j = 1 i = 1, . . . , n∑p+1
j=2 di,jxi,j − xi,1 ≥
∑p+1
j=2 di,jtj i = 1, . . . , n
xi,p+2 −
∑p+1
j=2 di,jxi,j ≥ tp+2 i = 1, . . . , n
di+1,jxi+1,j − di,jdi+1,jxi,j ≥ di+1,jtj
i = 1, . . . , 4,
j = 2, . . . , (p+ 1)
d3,jx3,j − d3,jd1,j(1− d2,j)x1,j ≥ d3,j(1− d2,j)tj j = 2, . . . , (p+ 1)
d4,jx4,j − d4,jd2,j(1− d3,j)x2,j ≥ d4,j(1− d3,j)tj j = 2, . . . , (p+ 1)
d4,jx4,j − d4,jd1,j(1− d2,j)(1− d3,j)x1,j ≥
j = 2, . . . , (p+ 1)
d4,j(1− d2,j)(1− d3,j)tj
d5,jx5,j − d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)(1− d2,j)d1,jx1,j ≥
j = 2, . . . , (p+ 1)
d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)(1− d2,j)tj
d5,jx5,j − d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)d2,jx2,j ≥
j = 2, . . . , (p+ 1)
d5,j(1− d4,j)(1− d3,j)tj
d5,jx5,j − d5,j(1− d4,j)d3,jx3,j ≥ d5,j(1− d4,j)tj j = 2, . . . , (p+ 1)
xi,j ≥ 0, di,j ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
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Model klasifikujeme jako úlohu s nelineárńımi podmı́nkami s celoč́ıselnými a reálnými
proměnnými. Patř́ı tedy do skupiny MINLP.
Př́ıklad 2
Mějme zapojeńı podle obrázku 2.5. Máme 4 stroje z toho 2 paralelńı a budeme poč́ıtat s 5
entitami. Na tento př́ıklad aplikujeme logiku stř́ıdáńı pro paralelńı stroje. Procesńı časy
voĺıme t=(1, 2, 2, 1).
Obrázek 2.5: Př́ıklad: n=5, p=2, m=4
Po implementaci v programu GAMS dostaneme Gantt̊uv diagram 2.6. Vid́ıme, že se
entity ve stroj́ıch M2 a M3 chovaj́ı podle definované logiky stř́ıdáńı. Touto logikou jsme
dosáhli toho, že 5 entit projde výrobńı linkou za 8 časových d́ılk̊u. Model je opět zahrnut
v př́ıloze pod názvem para nolin strid.gms .
Obrázek 2.6: Gantt̊uv diagram-logika stř́ıdáńı
Př́ıklad 3
Zadáńı př́ıkladu je opět podle obrázku 2.5 se stejnými procesńımi časy. Tentokrát však
nemáme určenou logiku pro přǐrazováńı entit do paralelńıch stroj̊u. Implementováńı jsme
provedli v programu GAMS a zdrojový kód najdeme v př́ıloze pod názvem para nolin.gms.
Výsledný Gantt̊uv diagram ilustruje obrázek 2.7. Na diagramu vid́ıme, že rozřazováńı entit
v paralelńıch stroj́ıch se chová podle logiky stř́ıdáńı, jenom stroje byly voleny opačně.
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Z toho můžeme usoudit, že volba této logiky je zde optimálńı. Dostali jsme stejný závěr,
že 5 entit projde výrobńı linkou za 8 časových d́ılk̊u.
Obrázek 2.7: Gantt̊uv diagram-bez definované logiky
2.3 Paralelńı výrobńı linka - lineárńı model
Paralelńımu modelu však chyb́ı ještě jedna vlastnost. V paralelńıch částech může být
dovoleno předb́ıháńı entit. Jinak v sériových částech výrobńı linky tomu tak být nesmı́.
A dále bychom chtěli pracovat s lineárńım modelem. Linearizováńım modelu doćıĺıme
toho, že model budeme moct snadněji použ́ıt i pro v́ıce entit. Model budeme sestavovat
podle obrázku 1.3.
Začneme t́ım, že nerovnicemi poṕı̌seme cestu každé entity. Nerovnice (2.18) definuj́ı
cestu entity i ze stroje M1 do jedno z paralelńıch stroj̊u M2 až M(p+1). Binárńı proměnná
di,j je definovaná předpisem (2.5). Nerovnice (2.19) popisuje cestu entity i z paralelńıch
stroj̊u M2 až M(p+1) do stroje M(p+2). Protože pro každou entitu i muśı být zvolen
pouze jeden paralelńıch stroj, tak pro di,j plat́ı podmı́nka (2.20).
xi,j − xi,1 ≥ tjdi,j, i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , (p+ 1) (2.18)
xi,p+2 − xi,j ≥ tp+2di,j, i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , (p+ 1) (2.19)
p+1∑
j=1
di,j = 1, i = 1, . . . , n (2.20)
Protože se nám bude hodit vědět i časy začátku proces̊u entit i na stroj́ıch j, zavedeme
proměnnou si,j, kde i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m. Tuto proměnou použijeme v rovnici
(2.21). Tato rovnice také ř́ıká, že pokud entita i nep̊ujde přes stroj j, tak se časy začátk̊u
a konc̊u proces̊u budou rovnat. To stač́ı k tomu, aby tyto hodnoty neovlivňovaly model,
když s nimi nechceme poč́ıtat. Rovnice však budou platit vždy na prvńım a posledńım
stroji, takže muśıme doplnit podmı́nky (2.22) a (2.23).
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si,j + tjdi,j = xi,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m (2.21)
di,1 = 1, i = 1, . . . , n (2.22)
di,p+2 = 1, i = 1, . . . , n (2.23)
T́ımto bychom měli vše k sestaveńı modelu pro paralelńı výrobńı linku. Daľśı vlastnost́ı,
kterou jsme požadovali, bylo předb́ıháńı entit. Zadefinujeme binárńı proměnnou ei,l,j, kde
i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l danou zápisem (2.24).
ei,l,j =
{
1 pokud proces entity i předcháźı proces entity l na stroji j
0 pokud proces entity l předcháźı proces entity i na stroji j
(2.24)
Aby se nestalo, že by proces entity i předcházel proces entity l a zároveň naopak,
přidáme podmı́nku (2.25), která dovoluje, aby platila pouze jedna situace.
ei,l,j + el,i,j = 1, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m (2.25)
Nerovnice (2.26) propojuj́ı binárńı proměnné ei,l,j a proměnné xi,j a si,j. Dále je lze
vysvětlit takto:
Jestliže ei,l,j = 1, pak plat́ı xi,j ≤ sl,j. Jestliže ei,l,j = 0, pak plat́ı z podmı́nky (2.25),
že el,i,j = 0, a pak zase plat́ı xl,j ≤ si,j.
Podmı́nka (2.26) je lineárńı a zaplat́ıme t́ım, že potřebujeme přidat podmı́nku (2.27).
Obě podmı́nky pracuj́ı s konstantou G, kterou je nutné dobře odhadnout a obecně se ř́ıká,
že je to dostatečné velké č́ıslo. Použ́ıvá se, tak aby za nějaké podmı́nky byla reálná
proměnná omezená, ale tak velkým č́ıslem, že by byla prakticky neomezená. Postup li-
nearizace podmı́nek uvád́ı zdroj [33].
xi,j − sl,j ≤ G(1− ei,l,j), i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m (2.26)
xi,j − sl,j − (−G− 1)ei,l,j ≥ 1, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m (2.27)
Tyto podmı́nky nám určuj́ı posloupnosti proces̊u na každém stroji, ale pomoćı nich
dokážeme také zajistit, jestli se na stroji můžou entity předb́ıhat. Přesným určeńım
některých hodnot ei,l,j t́ım dosáhneme.
Možnost předb́ıháńı entit chceme dovolit pouze na paralelńıch stroj́ıch a na stroji
M(p+2). Proto muśıme pevně zadat podmı́nku (2.28) pro stroj M1. T́ım jsme určili, že
na stroji M1 se entity budou opracovávat v pořad́ı 1, 2, 3, . . . , n, ale na ostatńıch stroj́ıch
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to může být jinak. Nerovnice (2.26) a (2.27) také poč́ıtaj́ı se všemi možnostmi výběru
entit na paralelńıch stroj́ıch. T́ım zajist́ıme, že jednoduše můžeme poč́ıtat i s v́ıce entitami
na rozd́ıl od nelineárńıho modelu.
ei,l,1 = 1, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i ≤ l (2.28)
Uvád́ıme shrnut́ı modelu se stále stejnou účelovou funkćı. V této kapitole jsme zjistili,
že je nejvhodněǰśı použ́ıvat lineárńı model paralelńı části výrobńı linky. Za linearizováńı
jsme zaplatili v́ıce nerovnicemi, avšak stále může být výpočet modelu rychleǰśı než ne-
lineárńı verze. Daľśı výhodou lineárńıho modelu je, že splňuje vlastnost předb́ıháńı, se
kterou lze snadno pracovat.
Tabulka 2.4: Model paralelńı výrobńı linky-lineárńı






xi,j − xi,1 ≥ tjdi,j i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , (p+ 1)
xi,p+2 − xi,j ≥ tp+2di,j i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , (p+ 1)∑p+1
j=1 di,j = 1 i = 1, . . . , n
si,j + tjdi,j = xi,j i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
di,1 = 1 i = 1, . . . , n
di,p+2 = 1 i = 1, . . . , n
ei,l,j + el,i,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
xi,j − sl,j ≤ G(1− ei,l,j) i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
xi,j − sl,j − (−G− 1)ei,l,j ≥ 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
ei,l,1 = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i ≤ l
xi,j, si,j ≥ 0, di,j, ei,l,j ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
Tento model je lineárńı s celoč́ıselnými a reálnými proměnnými MIP. Řeš́ıme metodou
větveńı a meźı, kterou uvád́ı zdroj [18].
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Př́ıklad 4
Zadáńı tohoto př́ıkladu je stejné jako v předchoźıch př́ıkladech s paralelńı výrobńı linkou
podle obrázku 2.5. Po implementaci v programu GAMS, dostaneme výsledný Gantt̊uv
diagram 2.8. Zdrojový kód je uveden v př́ıloze pod názvem para lin.gms. Výsledek ukazuje,
že 5 entit projde výrobńı linkou opět za 9 časových d́ılk̊u. Také vid́ıme podle rozřazeńı entit
do paralelńıch stroj̊u, že můžeme vyměnit procesy entit 2 a 3 a to stejné pro entity 4 a 5 bez
změny výsledného času. Výměnou proces̊u entit 4 a 5 dostaneme logiku stř́ıdáńı. Model
jsme sestavili s vlastnost́ı, že se mohou entity předb́ıhat. Předb́ıháńı by se mělo projevit
na stroji M4, avšak z d̊uvodu zvolených procesńıch čas̊u, se předb́ıháńı neprojevilo. Proto
procesńı čas na stroji M2 prodlouž́ıme a výpočtem dostaneme Gantt̊uv diagram 2.9. Tady
se již projevilo předb́ıháńı, kde entita 5 předběhla entitu 4 na stroji M4 a 5 entit prošlo
výrobńı linkou za 10 časových d́ılk̊u. Tabulka 2.5 uvád́ı zvolené procesńı časy pro oba
př́ıpady.
Tabulka 2.5: Tabulka zvolených procesńıch čas̊u - př́ıklad 4
Varianta/Procesńı čas t1 t2 t3 t4
Př́ıpad 1 1 2 2 1
Př́ıpad 2 1 3 2 1
Obrázek 2.8: Gantt̊uv diagram lineárńıho modelu 1
Obrázek 2.9: Gantt̊uv diagram lineárńıho modelu 2
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2.4 Obecná výrobńı linka
Nyńı budeme sestavovat model v́ıce kompaktněji, aby ho bylo snadné s ńım pracovat
pro velké množstv́ı entit a stroj̊u. Tato kapitola se hlavně zabývá modelováńım obecné
výrobńı linky, kterou jsme zavedli v kapitole 1. Postup modelováńı budeme provádět
na obecné výrobńı lince podle obrázku 2.10. Tato výrobńı linka obsahuje 15 stroj̊u a 2
části, ve kterých jsou 3 a 2 stroje zapojeny paralelně.
Můžeme se na výrobńı linku pod́ıvat jako na graf, který je orientovaný, protože je
možné s entitou j́ıt pouze jedńım směrem. Obrázek 2.11 ukazuje převedeńı obrázku 2.11
na orientovaný graf s ohodnoceńım hran. S t́ımto grafem budeme pracovat ve formě tzv.
incidenčńı matice. Touto matićı bude zadána cesta každé entity.
Definice 11 Incidenčńı matićı nazýváme matici typu n × c, kde n je počet uzl̊u a c je
počet hran. Prvky této matice jsou definovány podle (2.29).
Incidenčńı matice zachycuje relace mezi uzly a hranami. Existuje několik typ̊u těchto
matic. Nejběžněǰśı z nich jsou matice sousednosti uzl̊u grafu, matice sousednosti hran
grafu a matice sousednosti uzl̊u a hran grafu. Definice těchto matic uvád́ı zdroj [3].
Obrázek 2.10: Obecná výrobńı linka s 15-ti stroji
Obrázek 2.11: Orientovaný graf obecné výrobńı linky s 15-ti stroji
Graf na obrázku 2.11 má uzly, které představuj́ı časovou posloupnost krok̊u zpracováńı
entit. Hrany jsou ohodnoceny délkou procesu ti. Můžeme si všimnout, že u paralelńıch řad
se časy t7 a t12 opakuj́ı. To bude mı́t za následek zavedeńı parametr̊u pk, kde k = 1, . . . , 18,
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a které můžeme zavést do vektoru p = (p1, p2, . . . , p18). Indexy k nemaj́ı nijak zvláštńı
smysl, jenom nám pomohou k sestavováńı modelu.
Zavedeme incidenčńı matici B = {bi,k}, která zachycuje vztahy mezi uzly a hranami.
Matice bude mı́t sloupc̊u stejně jako je hran v grafu, tedy v našem př́ıpadě 18. Řádk̊u
bude mı́t 15, to je o jednu méně než je uzl̊u v grafu. Uzly v matici budou vystupovat od 1
do 15-ti. Uzel 0 je v grafu zaveden kv̊uli počátečńı podmı́nce. Prvky incidenčńı matice
jsou zavedeny podle předpisu (2.29).
bi,k =

1 pokud hrana k je orientována do uzlu i
−1 pokud hrana k je orientována z uzlu i
0 pokud hrana k nespojuje uzel i
(2.29)
Jinak můžeme incidenčńı matici B = {bi,k} chápat tak, že jej́ı sloupce jsou levé strany
nerovnic, které popisuj́ı návaznosti mezi stroji jako v nerovnici (2.1). V našem př́ıkladu
bude matice (2.30) naš́ı incidenčńı matićı B.
B =

1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

(2.30)
Tuto matici použijeme v soustavě nerovnic (2.31).
xiB ≥ p, kde i = 1, . . . , n (2.31)
Vektor xi = (xi,1, xi,2 . . . , xi,15) obsahuje neznámé proměnné a opět maj́ı význam
času dokončeńı entity i na stroji j. V modelu vystupuje n soustav nerovnic, to je jedna
soustava pro jednu entitu. T́ım jsme popsali cestu každé entity a model se chová stejně
jako v kapitole 2.1. V našem modelu máme paralelńı stroje. To, jak již v́ıme z předchoźı
kapitoly, znamená, že entita může proj́ıt pouze jedńım z těchto stroj̊u. Takže muśıme opět
zavést binárńı proměnné di,k zavedeny podle předpisu (2.5). Přidáńım těchto proměnných
do soustavy (2.31), dostaneme správnou soustavu (2.32). Znakem * znač́ıme násobeńı
vektor̊u po složkách. To znamená u ∗ v = (u1v1, u2v2, . . . , ukvk).
xiB ≥ p ∗ di, kde i = 1, . . . , n. (2.32)
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Proměnné di,k použijeme jako vektor di = (di,1, di,2 . . . , di,18). Dále je nutné, aby
platily podmı́nky (2.33) až (2.39).
di,4 + di,5 + di,6 = 1, i = 1, . . . , n (2.33)
di,12 + di,13 = 1, i = 1, . . . , n (2.34)
di,4 = di,7, i = 1, . . . , n (2.35)
di,5 = di,8, i = 1, . . . , n (2.36)
di,6 = di,9, i = 1, . . . , n (2.37)
di,12 = di,14, i = 1, . . . , n (2.38)
di,13 = di,15, i = 1, . . . , n (2.39)
Podmı́nky (2.33) až (2.34) nám zajist́ı, že bude platit pouze jeden sloupec matice
B ze sloupc̊u týkaj́ıćıch se paralelńıch stroj̊u. Podmı́nky (2.35) až (2.39) nám zajǐst’uj́ı,
že když entita vstouṕı do jednoho ze stroj̊u, tak že také z toho stroje p̊ujde do daľśıho.
Protože ted’ máme di,k použité na všechny sloupce matice B, muśıme pevně zadat di,k,
které se týkaj́ı sériových stroj̊u.
di,k = 1, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 18, k 6= 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 15 (2.40)
Ted’ se budeme zabývat t́ım, aby procesy na jednotlivých stroj́ıch měly nějakou po-
sloupnost a nemohly se překrývat. T́ım máme na mysli zobecněńı nerovnice (2.2). Na-
rozd́ıl od minulého modelu, bychom chtěli dovolit předb́ıháńı entit, které je zapotřeb́ı
u paralelńıch stroj̊u. Muśıme tedy popsat podmı́nkami, aby platilo, že např́ıklad entita
5 předcháźı na stroji j entitu 2, ale naopak to platit nesmı́. Muśıme proto zavést nové
proměnné. Nejdř́ıve proměnnou si,j, kde i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m. Tyto proměnné
představuj́ı čas začátku procesu entity i na stroji j a budou platit podmı́nky (2.41)
pro sériové stroje a (2.42) pro paralelńı stroje.
si,j + tj = xi,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m a j 6= 4, 5, 6, 10, 11 (2.41)
si,j + tjdi,k = xi,j, i = 1, . . . , n, (j, k) = (4, 4), (5, 5), (6, 6), (10, 12), (11, 13) (2.42)
Tyto podmı́nky ř́ıkaj́ı, že pokud k času začátku procesu přičteme čas trváńı procesu,
tak dostaneme čas konce procesu. Toto plat́ı pro to, kdy jsou proměnné di,k rovny jedné.
Pokud jsou nulové, tak to bude znamenat, že čas začátku procesu se bude rovnat času
konce procesu. To má pouze smysl pro účely modelu, aby jsme zadefinovali, čemu se budou
rovnat proměnné si,j a xi,j pro di,j rovné nule. Tedy pro ty proměnné, které př́ısluš́ı
paralelńım stroj̊um, kterými entita neprojde.
23
Daľśı proměnné, které zadefinujeme jsou opět binárńı ei,l,j, kde i = 1, . . . , n,
l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m. Tyto proměnné jsme použili v podkapitole 2.3 a jsou
definovány stejně podle (2.24). K těmto proměnným zadáme stejné podmı́nky (2.25)
s lineárńımi podmı́nkami (2.26) a (2.27).
Tyto podmı́nky a nerovnice nám určuj́ı posloupnosti proces̊u na každém stroji, ale
pomoćı nich dokážeme také zajistit, jestli se na stroji můžou entity předb́ıhat. Přesným
určeńım některých hodnot ei,l,j toho dosáhneme.
Jestliže v prvńım stroji označ́ıme entity od 1 do n, tak chceme aby v tomto pořad́ı
byly zpracovány až do stroje 3.
ei,l,j = 1, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i ≤ l, j = 1, . . . , 3 (2.43)
V paralelńıch stroj́ıch 4, 5, 6 požadujeme, aby se entity seřazovaly libovolně a mohly
se předběhnout. Tady ei,j,l určovat nebudeme a to ani pro stroj 7. Po tom co se entity
seřad́ı ve stroji 7, tak zase v tomto pořad́ı muśı pokračovat přes daľśı sériové stroje.
ei,l,7 = ei,l,j, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 8, 9 (2.44)
Analogicky eilj urč́ıme pro daľśı paralelńı část.
ei,l,12 = ei,l,j, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 13, 14, 15 (2.45)
Můžeme si ještě doplnit podmı́nku na plněńı prvńıho stroje. Do něho mohou být
generovány entity po r̊uzných časových úsećıch nebo náhodně. My se pro zjednodušeńı
zaměř́ıme na situaci, kdy se každá entita vygeneruje po stejném časovém úseku. Zave-
deme vektor poci, jehož složky jsou minimálńı časy, kdy entita i může být opracovávána
na prvńım stroji. Tento vektor bude pro naše zjednodušeńı ekvidistantńı a bude pro něho
platit podmı́nka (2.46).
si,1 ≥ poci, i = 1, . . . , n (2.46)
Podmı́nky modelu jsou v tuto chv́ıli hotovy a můžeme opět použ́ıt účelovou funkci
(2.3). Tentokrát se jedná o úlohu lineárńıho programováńı s celoč́ıselnými a reálnými
proměnnými MIP. Opět se tyto úlohy mohou být řešeny metodou větveńı a meźı.
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Tabulka 2.6: Model obecné výrobńı linky






si,1 ≥ poci i = 1, . . . , n
Bxi ≥ pdi i = 1, . . . , n
di,4 + di,5 + di,6 = 1 i = 1, . . . , n
di,12 + di,13 = 1 i = 1, . . . , n
di,4 = di,7 i = 1, . . . , n
di,5 = di,8 i = 1, . . . , n
di,6 = di,9 i = 1, . . . , n
di,12 = di,14 i = 1, . . . , n
di,13 = di,15 i = 1, . . . , n
di,k = 1
i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 18,
k 6= 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 15
si,j + tj = xi,j i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m a j 6= 4, 5, 6, 10, 11
si,j + tjdi,k = xi,j
i = 1, . . . , n,
(j, k) = (4, 4), (5, 5), (6, 6), (10, 12), (11, 13)
ei,l,j + el,i,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
ei,l,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i ≤ l, j = 1, . . . , 3
ei,l,7 = ei,l,j i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 8, 9
ei,l,12 = ei,l,j i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 13, 14, 15
xi,j − sl,j ≤ G(1− ei,l,j) i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
xi,j−sl,j−(−G−1)ei,l,j ≥ 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
xi,j, si,j ≥ 0,
i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 18, j = 1, . . . , m
di,k, ei,l,j ∈ {0, 1}
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Př́ıklad 5
Zadáńı př́ıkladu je podle obrázku (2.10). Tabulka představuje hodnoty přǐrazené para-
metr̊um tj a pk, které byly použity v tomto př́ıkladu. Implementováńı bylo provedeno
v programu GAMS a zdrojový kód najdeme v přiloze pod názvem obecnalinka.gms .
Tabulka 2.7: Tabulka zvolených procesńıch čas̊u - př́ıklad 5
t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t7 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t12 t13 t14 t15
p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14 p15 p16 p17 p18
1 2 2 3 3 3 1 1 1 2 5 4 4 3 3 6 2 3
Na obrázku 2.12 vid́ıme Gantt̊uv digram pro náš př́ıklad. I když jsme zvolili, aby
se entity přes paralelńı stroje předb́ıhaly, tak se stále opracovávaj́ı ve stejném pořad́ı.
To je zp̊usobeno charakterem této linky a jej́ı volbou délek proces̊u na stroj́ıch. Z to-
hoto výsledku můžeme usoudit, že použit́ı nerovnic (2.57) a (2.58) je zbytečné, ale pouze
u sériových stroj̊u. U nich bychom nerovnice nahradili jednoduchými nerovnicemi (2.2).
Práce s t́ımto modelem je velice individuálńı, ale je možné určit postup a princip sesta-
veńı modelu. Z každým jiným př́ıkladem je však potřeba vytvořit originálńı model, hlavně
kv̊uli paralelńım stroj̊um a jejich složitosti.
Daľśı výsledky, které můžeme zjistit z Ganttova diagramu 2.12 jsou, že výrobńı lin-
kou projde 6 entit za 64 časových d́ılk̊u. Dále vid́ıme, že u paralelńıch stroj M4, M5 a M6
se entity stř́ıdaj́ı až na entitu 6. Výsledek by byl však nezměněn, kdyby entita 6 byla opra-
cována ve stroji M4. Takže můžeme usoudit, že optimálńım rozřazováńım pro tyto stroje
je logika stř́ıdáńı a rovnou s ńı poč́ıtat. U paralelńıch stroj̊u M10 a M11 se ukázalo, že je-
den paralelńı stroj je zbytečný. Všechny entity prošly pouze jedńım strojem a rozřazeńım
mezi oba stroje by k zlepšeńı v tomto př́ıkladu nedošlo.
Obrázek 2.12: Gantt̊uv diagram pro m=15 a n=6
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2.5 Model s frontami
V našem modelu budeme cht́ıt zahrnout fronty, tak abychom s nimi mohli pracovat.
Uděláme to jednoduše tak, že fronta bude také stroj, ale s jinými vlastnostmi. Vztahy
(2.1), které popisuj́ı cestu entity přes stroje budou stále platit. Vztahy (2.2), které po-
pisuj́ı uspořádáńı proces̊u entit na frontu nepoužijeme. To bude znamenat, že na stroji,
který bude představovat frontu, bude moci být v́ıce entit v jednom čase. Délku procesu
entity tj př́ıslušné frontě nastav́ıme na nulu, ale neńı d̊uležité na jakou hodnotu parametr
nastav́ıme, protože ho nepoužijeme. Mı́sto tohoto parametru zavedeme proměnnou fi,r,
kde r = 1, . . . , q. Parametrem q znač́ıme počet front. Hodnota fi,r představuje pro entitu
i dobu strávenou ve frontě r. Těmito úpravami doćıĺıme pravidla FIFO, pokud bychom
chtěli jiné pravidlo pro fronty, musely by se omezeńı přizp̊usobit. Daľśı úpravy modelu
s frontami ukážeme na př́ıkladu, protože změny nejsou obecné ale individuálńı na umı́stěńı
front. Shrnut́ı modelu podle obrázku 2.13 a uvedeme na konci př́ıkladu.
Př́ıklad 6
V tomto př́ıkladu se budeme zabývat stejnou situaćı jako v předchoźı kapitole. Do výrobńı
linky umı́st́ıme dvě fronty F9 a F14 podle obrázku (2.13). Postupnými kroky budeme
p̊uvodńı model upravovat.
Obrázek 2.13: Obecná výrobńı linka se dvěma přidanými frontami
Vztah (2.32) nahrad́ıme vztahem (2.47). Podmı́nkou k 6= 11, 17 vynecháme 2 sloupce
incidenčńı matice B, které se týkaj́ı fronty.
m∑
j=1
xi,jbi,k ≥ pkdi,k, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 20, k 6= 11, 17 (2.47)
Odstranili jsme určitá omezeńı, ale ty nahrad́ıme vztahy (2.48) a (2.49). Doćılili jsme
toho, že jsme parametry tj pro j = 11, 17 nahradili proměnnými fi,r pro r = 1, 2.
xi,9 − xi,8 ≥ fi,1, i = 1, . . . , n (2.48)
xi,14 − xi,13 ≥ fi,2, i = 1, . . . , n (2.49)
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Rovnice (2.41) muśıme zadat také speciálně pro fronty. Pro j = 9, 14 nebudou tyto rovnice
platit a nahrad́ıme je vztahy (2.50) a (2.51). Vztahy (2.52) a (2.53) definuj́ı dobu entity
i ve frontě r fi,r, tak že je to čas mezi vstupem entity do stroje za frontou a výstupem
ze stroje před frontou.
si,9 + fi,1 = xi,9, i = 1, . . . , n (2.50)
si,14 + fi,2 = xi,14, i = 1, . . . , n (2.51)
fi,1 = si,10 − xi,8, i = 1, . . . , n (2.52)
fi2 = si,15 − xi,13, i = 1, . . . , n (2.53)
T́ım jsme provedli nejd̊uležitěǰśı úpravy modelu pro tento př́ıklad. Dále muśıme pouze
přeindexovat některé proměnné ve vztaźıch, kv̊uli přidáńı sloupc̊u front do incidenčńı
matice a jej́ıch posunut́ı. Tento př́ıklad jsme vyřešili v programu GAMS a dostali jsme
Gantt̊uv diagram 2.14. To kolik bylo entit ve frontách F9 a F14 udává obrázek 2.15.
Zdrojový kód najdeme v př́ıloze pod názvem fronty.gms. Procesńı časy pro tento př́ıklad
uvád́ı tabulka 2.8, kde jsou vynechány časy t9 a t14, protože jsou nulové a v modelu se
s nimi nepoč́ıtá, jak již bylo zmı́něno.
Tabulka 2.8: Tabulka zvolených procesńıch čas̊u - př́ıklad 6
t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t7 t7 t8 t10 t11 t12 t12 t13 t15 t16 t17
p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p12 p13 p14 p15 p16 p18 p19 p20
1 2 2 3 3 3 1 1 1 2 5 4 4 3 3 6 2 3
Obrázek 2.14: Gantt̊uv diagram obecné výrobńı linky s frontami F9 a F13
Z výsledku vid́ıme, že 6 entit výrobńı linkou projde za 64 časových d́ılk̊u. Tvořeńı front
se nejv́ıce projevilo ve frontě F9, kde čekaly až 3 entity. Ve frontě F13 entity také čekaly
ve frontě, ale vždy maximálně jedna.
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Tabulka 2.9: Model obecné výrobńı linky s frontami






si,1 ≥ poci i = 1, . . . , n∑m
j=1 xi,jbi,k ≥ pkdi,k i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 20, k 6= 11, 17
di,4 + di,5 + di,6 = 1 i = 1, . . . , n
di,13 + di,14 = 1 i = 1, . . . , n
di,4 = di,7 i = 1, . . . , n
di,5 = di,8 i = 1, . . . , n
di,6 = di,9 i = 1, . . . , n
di,13 = di,15 i = 1, . . . , n
di,14 = di,16 i = 1, . . . , n
di,k = 1
i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 20,
k 6= 4, 5, 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16
si,j + tj = xi,j
i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m,
j 6= 4, 5, 6, 9, 11, 12, 14
si,j + tjdi,k = xi,j
i = 1, . . . , n,
(j, k) = (4, 4), (5, 5), (6, 6), (11, 13), (12, 14)
ei,l,j + el,i,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
ei,l,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i ≤ l, j = 1, . . . , 3
ei,l,7 = ei,l,j i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 8, 10
ei,l,13 = ei,l,j i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 15, 16, 17
xi,j − sl,j ≤ G(1− ei,l,j)
i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n,
i 6= l, j = 1, . . . , m, j 6= 9, 14
xi,j − sl,j − (−G− 1)ei,l,j ≥ 1
i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n,
i 6= l, j = 1, . . . , m, j 6= 9, 14
xi,j, si,j, fi,r ≥ 0,
i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 20, j = 1, . . . , m, r = 1, 2
di,k, ei,l,j ∈ {0, 1}
xi,9 − xi,8 ≥ fi,1 i = 1, . . . , n
xi,14 − xi,13 ≥ fi,2 i = 1, . . . , n
si,9 + fi,1 = xi,9 i = 1, . . . , n
fi,1 = si,10 − xi,8 i = 1, . . . , n
si,14 + fi,2 = xi,14 i = 1, . . . , n
fi,2 = si,15 − xi,13 i = 1, . . . , n
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Obrázek 2.15: Počet entit ve frontě F9 a F13 v daném čase
2.6 Model s údržbami
Daľśı oblast́ı, kterou se můžeme ve výrobńı lince zabývat, jsou údržby. V praxi neńı
obvyklé, aby výrobńı linka byla v provozu bez přerušováńı. Často se stroje porouchávaj́ı
z r̊uzných d̊uvod̊u. Nebo je nutné naplánovat pravidelné údržby během provozu. Může být
zadáno několik podmı́nek. Např́ıklad podmı́nka na délku údržby na každém stroji a kolik
jich může být prováděno naráz. Ćılem by mělo být naplánovat časy údržeb, aby co nejméně
omezovaly plán výroby. To znamená, aby bylo vyrobeno co nejv́ıce výrobk̊u.
Náš model z kapitoly 2.4 uprav́ıme jednoduše tak, že budeme považovat jednu entitu
za údržbu. Potom uprav́ıme pár vztah̊u. Nejprve dovoĺıme, aby se entita mohla řadit
libovolně v čase. To prakticky znamená, že proměnné ei,l,j, pro i nebo l týkaj́ıćı se procesu
držby, necháme volné pro každé j. Volné znamená, že jim nebudeme přǐrazovat pevnou
hodnotu. Dále muśıme zavést parametr uj, kde j = 1, . . . , m. Ten bude určovat čas
začátku údržby na stroji j.
Př́ıklad 7
Jako entitu údržby zvoĺıme např́ıklad entitu 6. Hodnotám t6,j přǐrad́ıme časy trváńı údržby
na stroji j. Procesńı časy použijeme z tabulky 2.7. Parametr uj dáme s proměnnou si,j
do vztahu (2.54).
si,j = uj, j = 1, . . . , m, i = 6 (2.54)
V tomto okamžiku si můžeme pevně volit začátky údržeb na všech stroj́ıch. Pokud ne-
chceme na některém stroji konat údržbu, stač́ı zvolit dobu trváńı t6,j = 0. My bychom, ale
rádi začátky údržeb neměli pevně zvolené, ale proměnné. Potom bychom hledali optimálńı
čas údržeb a rovnici (2.54) nezahrnovali nebo uj zvolili jako proměnnou.
Po spoč́ıtáńı a použit́ı hodnot z tabulky 2.11, na obrázku 2.17 vid́ıme časy optimálńıch
údržeb, které jsou označeny šedou barvou. Jak jsme mohli předpokládat, výsledek ukázal,
že máme údržby na většině stroj́ıch provádět před zpracováńım prvńı entity. Avšak tento
výsledek neńı nejsṕı̌s použitelný, protože budeme cht́ıt vědět, kdy stroje zastavit za deľśı
čas od začátku provozu. Výsledek, ale aspoň posloužil ke kontrole. S těmito údržbami
výrobńı linkou prošlo 5 entit za čas 58 časových d́ılk̊u. Měli bychom tedy určit jakýsi
hraničńı čas, kdy je každý stroj linky v provozu. Tento čas by měl také určovat minimálńı
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Tabulka 2.10: Model obecné výrobńı linky s údržbami






si,1 ≥ poci i = 1, . . . , n
Bxi ≥ pdi i = 1, . . . , n
di,4 + di,5 + di,6 = 1 i = 1, . . . , n
di,12 + di,13 = 1 i = 1, . . . , n
di,4 = di,7 i = 1, . . . , n
di,5 = di,8 i = 1, . . . , n
di,6 = di,9 i = 1, . . . , n
di,12 = di,14 i = 1, . . . , n
di,13 = di,15 i = 1, . . . , n
di,k = 1
i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 18,






si,j + tj = xi,j i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m a j 6= 4, 5, 6, 10, 11
si,j + tjdi,k = xi,j
i = 1, . . . , n,
(j, k) = (4, 4), (5, 5), (6, 6), (10, 12), (11, 13)
ei,l,j + el,i,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
ei,l,j = 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i ≤ l, j = 1, . . . , 3
ei,l,7 = ei,l,j i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 8, 9
ei,l,12 = ei,l,j i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 13, 14, 15
xi,j − sl,j ≤ G(1− ei,l,j) i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
xi,j−sl,j−(−G−1)ei,l,j ≥ 1 i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n, i 6= l, j = 1, . . . , m
si,j ≥ uj j = 1, . . . , m, i = 6
x6,j − s6,j′ ≤ G(1− aj,j′) j = 1, . . . , m, j′ = 1, . . . , m, j 6= j′
x6,j−s6,j′−(−G−1)aj,j′ ≥ 1 j = 1, . . . , m, j′ = 1, . . . , m, j 6= j′
aj,j′ + aj′,j = 1 j = 1, . . . , m, j
′ = 1, . . . , m, j 6= j′
xi,j, si,j ≥ 0, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , 18, j = 1, . . . , m,
di,j, aj,j′ , ei,l,j ∈ {0, 1} j′ = 1, . . . , m, j 6= j′
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Tabulka 2.11: Tabulka zvolených délek údržeb
t6,1 t6,2 t6,3 t6,4 t6,5 t6,6 t6,7 t6,8 t6,9 t6,10 t6,11 t6,12 t6,13 t6,14 t6,15
1 3 5 8 10 7 9 11 16 25 20 23 27 28 31
Obrázek 2.16: Gantt̊uv diagram s optimálńımi údržbami 1
požadovanou dobu prováděńı údržeb dle zvoleného kritéria. Tento čas bychom měli zavést
nejlépe pro každý stroj jiný. Takže můžeme použit vektor uj a přidat podmı́nku (2.55).
si,j ≥ uj, j = 1, . . . , m, i = 6 (2.55)
Tabulka 2.12: Tabulka zvolených hodnot uj
u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15
1 3 5 8 10 7 9 11 16 25 20 23 27 28 31
Po použit́ı hodnot podle tabulky 2.12, dostaneme výsledek, který znázorňuje obrázek
2.17. Tady vid́ıme, že se údržby objevuj́ı již v provozu stroj̊u, a že výrobńı linkou prošlo
5 entit za 64 časových d́ılk̊u. Obdobně by jsme zavedli maximálńı časy údržeb každého
stroje. Jiné podmı́nky záviśı na požadavćıch firmy a neńı těžké je do modelu přidat.
Dále muśıme poznamenat, že by byly výsledky zaj́ımavěǰśı, kdybychom pracovali s v́ıce
entitami. Pro tyto ukázkové př́ıklady, však použ́ıváme 5 entit, abychom neztráceli čas
s dlouhými výpočtovými časy.
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Obrázek 2.17: Gantt̊uv diagram s optimálńımi údržbami 2
Př́ıklad 8
Na obrázku 2.17 si u některých stroj̊u můžeme všimnout, že časy údržeb jsou ve stejných
chv́ıĺıch. Bylo by dobré ještě dodat omezeńı na to, kolik může být zároveň prováděno
údržeb. To je nezbytné, protože nemuśıme mı́t dostatek dělńık̊u na opravy ve stejný čas.
Proto muśıme doplnit podmı́nku na maximálńı počet údržeb prováděných v jednom čase.
K tomu nám poslouž́ı podmı́nky (2.25), (2.26) a (2.27). Zavedeme binárńı proměnné aj,j′
podle předpisu (2.56), kde j = 1, . . . , m, j′ = 1, . . . , m, j 6= j′.
aj,j′ =
{
1 pokud údržba na stroji j je prováděna před údržbou na stroji j′
0 pokud údržba na stroji j′ je prováděna před údržbou na stroji j
(2.56)
Potom stač́ı přidat podmı́nky (2.57),(2.58) a logickou podmı́nku (2.59). Jejich význam
známe z kapitoly 2.4. Implementovaný model najdeme v př́ıloze pod názvem udrzby.gms .
x6,j − s6,j′ ≤ G(1− aj,j′) (2.57)
x6,j − s6,j′ − (−G− 1)aj,j′ ≥ 1 (2.58)
aj,j′ + aj′,j = 1, j = 1, . . . , m, j
′ = 1, . . . , m, j 6= j′ (2.59)
Obrázek 2.18: Gantt̊uv diagram s optimálńımi údržbami 3
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Zajistili jsme uspořádáńı údržeb, tedy jak se maj́ı předcházet a také, že se nemaj́ı
překrývat. Výsledný Gantt̊uv diagram vid́ıme na obrázku 2.18. Opět za 58 časových d́ılk̊u
projde výrobńı linkou 5 entit. To by mohla být postačuj́ıćı podmı́nka pro úlohu, že máme
pouze jednoho údržbáře. Také to můžeme brát z toho pohledu, že je lepš́ı když jsou
údržby prováděny po sobě a nehromad́ı se naráz. Kdybychom chtěli doćılit podmı́nky,
že připust́ıme nějaký maximálńı počet prováděńı údržeb v jednom čase, který je větš́ı
než jedna, je potom úloha takto těžce řešitelná. Nelze lehce matematicky tuto podmı́nku
uchopit pro tolik stroj̊u a tak rozmanitou linku. Dal by se problém řešit pro konkrétńı
zadáńı u požadovaných stroj̊u. Pokud bychom se zabývali poč́ıtačovým programováńım
tohoto problému, šlo by nejsṕı̌s s naš́ım požadavkem pracovat. Daľśı podmı́nkou na údržby,
která by mohla být užitečná je ta, že chceme dělat v́ıce údržeb na jednom stroji. To se
může hodit i z hlediska toho, že by jsme chtěli údržby provádět opakovaně po nějakých
okamžićıch, např́ıklad každých 8 hodin. Neńı těžké tento požadavek splnit, stač́ı zopakovat
postup pro zavedeńı údržeb do modelu na začátku této kapitoly. Vezmeme tedy daľśı
entity, které prohláśıme za proces údržby a zvoĺıme požadované podmı́nky z této kapitoly.
Vektor uj rozš́ı̌ŕıme na matici ur,j, jej́ıž řádku budou vektory uj pro r-tou údržbu. Celý
uvedený př́ıstup předpokládá, že údržby prob́ıhaj́ı v dobách, kdy jsou stroje prázdné.
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Kapitola 3
Model výrobńı linky - simulačńı
př́ıstup
V kapitole 2 jsme vytvářeli matematické modely výrobńıch linek. Zabývali jsem se mate-
matickým popisem chováńı a vlastnost́ı výrobńıch linek. Následně jsme hledali optimálńı
doby údržeb. Analyzováńı výrobńıch linek můžeme ještě řešit simulačńım př́ıstupem.
A t́ımto př́ıstupem se budeme zabývat v této kapitole.
Známou discipĺınou, která zkoumá obslužné systémy, je teorie front [19] neboli teorie
hromadné obsluhy. Touto discipĺınou se zabýval matematik D.G. Kendall v 50. letech mi-
nulého stolet́ı. Jedńım z kritéríı, jak tuto teorii rozdělit, je podle typu řešeńı, a to na analy-
tický př́ıstup nebo simulačńı. Simulačńı př́ıstup využ́ıvá známých parametr̊u a výsledkem
je simulace pomoćı vhodného softwaru. Simulovaný model muśı věrně splňovat rysy za-
dané situace. Naš́ı situaćı tedy bude výrobńı linka. Zdroj [10] pojednává o analytickém
př́ıstupu k teorii front.
Existuje několik softwar̊u pro řešeńı simulačńıho př́ıstupu. My použijeme software Si-
mEvents, který je součást́ı programu Matlab-Simulink. SimEvents poskytuje diskrétńı si-
mulátor a komponenty pro analyzováńı diskrétně ř́ızených systémů. Pomáhá optimalizovat
r̊uzné charakteristiky jako např́ıklad fronty. Sestaveńı simulace prob́ıhá spojováńım blok̊u
jako jsou fronty, servery, rozbočovače a jiné. S t́ımto softwarem lze studovat odchod entit
ze stroj̊u, počet entit ve frontě, čekaćı doby atd. Program také dovoluje použit́ı speciálńıch
blok̊u, které slouž́ı k přidáváńı matlabovských kód̊u. T́ımto je nab́ıdnuta velká volnost
v použit́ı programu SimEvents. K programu existuje základńı př́ıručka [28] a článek [9]
pojednává o jeho užitečných vlastnostech pro konstrukci diskrétńıch systémů.
Na obrázku 3.1 vid́ıme základńı zapojené prvky programu SimEvents. Tato ukázka
představuje simulaci výrobńı linky s jedńım strojem. Každá simulace neńı tvořena pouze
servery, které znázorňuj́ı stroje, ale také potřebnými bloky pro generováńı entit, pro výstup
entit, pro vizualizaci statistik a pro správu front. Tyto bloky krátce poṕı̌seme.
Blok Time-Based Entity generator se použ́ıvá jako vstupńı blok a slouž́ı pro generováńı
entit v závislosti na čase. Obrázek 3.2 zobrazuje nastaveńı tohoto bloku. Generováńı entit
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Obrázek 3.1: Ukázka zapojeńı základńıch prvk̊u
lze nastavit na konstantńı, uniformńı nebo exponenciálńı distribuci. Popis těchto distribućı
najdeme v tabulce 3.1. Každá tato možnost vyžaduje vyplněńı určitých parametr̊u. Ge-
nerováńı entit lze také ovládat z vstupńıho portu tohoto bloku, který může být např́ıklad
napojen na generátor signálu.
Tabulka 3.1: Popis distribućı bloku Time-Based Entity generator
Distribuce Popis
Konstantńı Perioda generováńı entit se s časem neměńı
Uniformńı
Zadá se minimálńı a maximálńı rozmeźı. V tomto rozmeźı
jsou entity generovány náhodně podle rovnoměrného rozděleńı.
Exponenciálńı
Entity se generuj́ı náhodně podle exponenciálńıho rozděleńı
se zadanou pr̊uměrnou intenzitou.
Obrázek 3.2: Nastaveńı bloku Time-Based Entity generator
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Blok Single Server modeluje proces, který je na entitě prováděn po dobu procesńıho
času. My tento blok použ́ıváme jako stroj výrobńı linky, který dokáže pracovat pouze
na jedné entitě zároveň. Pokud bychom měli např́ıklad př́ıpad, že reálný stroj dokáže
pracovat na čtyřech entitách zároveň, pak SimEvents nab́ıźı použit́ı bloku N-Server. Na-
staveńı parametr̊u vid́ıme na obrázku 3.3. Hlavńım parametrem serveru je Service Time,
který představuje procesńı čas. Tento čas lze pevně zadat pro každou entitu. Nebo lze
tuto hodnotu měnit podle atributu entity anebo opět brát z portu.
Obrázek 3.3: Nastaveńı bloku Single Server
U zapojeńı server̊u do paralelńı śıtě je potřeba použit rozbočovač Output Switch. Ta-
bulku nastaveńı tohoto bloku ilustruje obrázek 3.4. Na tomto rozbočovači je samozřejmě
nutné nastavit počet výstupńıch port̊u a také logiku přǐrazováńı entit do paralelńıch větv́ı.
SimEvents nab́ıźı možnost Round robin, která představuje naš́ı logiku stř́ıdáńı. Nebo je
nab́ıdnuto rozřazováńı na základě atribut̊u entit, vstupńıho signálu atd. Pro spojeńı pa-
ralelńıch větv́ı do jedné můžeme použ́ıt blok Path Combiner nebo Input Switch, které se
chovaj́ı podobně.
Obrázek 3.4: Nastaveńı bloku OutputSwitch
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Blok FIFO Queue, který je na obrázku 3.1 slouž́ı k informováńı o počtu čekaj́ıćıch
entit před zpracováńım. Tento blok je vhodné zapojit před servery nebo tam, kde by
jsme mohli čekat tvořeńı front. Protože tento blok má v názvu FIFO, tak jistě tuš́ıme, že
entity se budou ve frontě chovat podle tohoto pravidla. V SimEvents je možné i použit́ı
LIFO queue bloku. Rozd́ıli mezi těmito pravidly jsme vysvětlili v kapitole 1. Tyto bloky
potřebuj́ı jediný parametr a to je kapacita fronty. Po překročeńı této hodnoty se činnosti
před frontou zastav́ı, a muśı se čekat na uvolněńı mı́sta ve frontě. Např́ıklad pro simulaci
obchodu, kde servery tvoř́ı pokladny a entity zákazńıky, lze pro frontu nastavit dobu,
po které zákazńık̊um dojde trpělivost a začnou odcházet.
Pro zakončeńı série blok̊u použ́ıváme blok Entity sink, ve kterém entity konč́ı a nikam
dále nepokračuj́ı. U tohoto bloku je vhodné zjistit závislost počtu přijatých entit v čase.
Abychom mohli navrhnutý systém analyzovat, potřebujeme vizualizovat některá data
z blok̊u. Většina blok̊u nab́ıźı zpř́ıstupněńı port̊u, které pośılaj́ı z bloku požadované statis-
tiky ukázané na obrázku 3.5. Statistiky mohou být např́ıklad počet entit v bloku v čase,
časy odchodu entit z bloku, pr̊uměrná doba čekáńı atd. Porty lze napojit na blok Signal
Scope, který na konci simulace zobraźı graf požadované statistiky. Počet odchoźıch entit
v čase např́ıklad ukazuje obrázek 3.6.
Obrázek 3.5: Statistika blok̊u
Program obsahuje širokou škálu r̊uzných blok̊u a nastaveńı. Tady jsme uvedli pouze
základńı, které budeme použ́ıvat. Na obrázku 3.7 vid́ıme zapojeńı sériové výrobńı linky
z př́ıkladu 2.1. Systém obsahuje bloky, které jsme v této kapitole popsali. Nav́ıc lze zde
vidět blok Event-Based Sequence, který je připojený na generátor entit. Tento blok má
pouze za úkol, ř́ıdit počet vygenerovaných entit. V kapitole 2 jsme pokaždé pracovali
s určitým počtem entit. Proto tedy použ́ıváme zmı́něný blok, abychom do simulace vy-
generovali např́ıklad pouze 6 entit. Pro spuštěńı simulace pouze zbývá určit délku simu-
lováńı. Protože jsme omezeni většinou na menš́ı počet entit, odhadneme dobu simulováńı,
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Obrázek 3.6: Ukázka grafu odchodu entit z bloku v závislosti na čase
aby nám stačila na projit́ı všech vygenerovaných entit až na konec výrobńı linky. Dále
uvád́ıme na obrázku 3.8 zapojeńı paralelńı výrobńı linky z př́ıkladu 2.2. Tady byl nav́ıc
přidán rozbočovač a blok pro spojeńı paralelńıch větv́ı.
Obrázek 3.7: SimEvents - Sériová výrobńı linka
Obrázek 3.8: SimEvents - Paralelńı výrobńı linka
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3.1 Obecná výrobńı linka – simulace a porovnáńı
V této části vytvoř́ıme simulace př́ıklad̊u z kapitoly 2 a budeme výsledky porovnávat
s Ganttovými diagramy ze stejné kapitoly. K vytvořeńı simulaćı využijeme zmı́něný pro-
gram SimEvents. Začneme rovnou př́ıkladem z kapitoly 2.5. Jedná se tedy o př́ıklad obecné
výrobńı linky s 15-ti stroji a uvažujeme fronty F9 a F13 zapojené podle obrázku 2.13.
Př́ıklad 9
K vytvořeńı simulace budeme potřebovat 15 server̊u, 2 fronty a několik rozbočovač̊u.
Dále k některým d̊uležitým server̊um připoj́ıme bloky, které nám graficky zobraźı počet
entit ve stroji. Obrázek 3.9 zobrazuje navržený př́ıklad v prostřed́ı SimEvents. Stroje jsou
značeny stejně jako v minulých kapitolách. Bloky, které zobraźı grafické výsledky byly
připojeny ke stroj̊um M4, M5 a M6. Daľśı tento blok je připojen k výstupu výrobńı linky
a k frontám F9 a F13.
Obrázek 3.9: Př́ıklad obecné výrobńı linky v prostřed́ı SimEvents
Generátor entit je nastaven tak, že pośılá entity ihned, jak je stroj M1 volný. Pro náš
př́ıpad generujeme pouze šest entit. Dále jsme nastavili procesńı časy všem server̊um podle
př́ıkladu z kapitoly 2.4. Důležité je zadat rozbočovač̊um do paralelńıch stroj̊u jej́ıch kritéria
rozřazováńı. Zvolili jsme kritérium Round robin, které se chová podle logiky stř́ıdáńı.
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Pro správné chováńı a zobrazeńı počt̊u entit ve stroji jsme vložili blok fronty s chováńım
FIFO. Čas konce simulace jsme nastavili na 70 časových jednotek. Deľśı simulačńı čas
neńı pro 6 entit potřeba. Po spuštěńı simulace jsme dostali požadované grafické výsledky
o entitách ve stroj́ıch, frontách a na výstupu výrobńı linky.
Na obrázku 3.10 vid́ıme závislost počtu entit na čase na výstupu výrobńı linky. Můžeme
si např́ıklad všimnout, že v čase 34 prvńı entita opustila výrobńı linku. Dále můžeme vidět
časy daľśıch entit. Z grafu lze poznamenat, že výrobńı linkou proběhlo 6 entit za čas 65.
Když se pod́ıváme na Gantt̊uv diagram 2.12 a přesněji na konečné časy proces̊u entit
na M15, tak se tyto časy shoduj́ı s časy z obrázku 3.10. T́ım jsme zjistili, že simulace
z hlediska výstupńıch čas̊u je správná.
Obrázek 3.10: Počet entit v čase na výstupu výrobńı linky
Dále se pod́ıváme na výsledky z paralelńıch stroj̊u M4, M5 a M6. Grafické výsledky
ilustruj́ı obrázky 3.11, 3.12 a 3.13. Např́ıklad pokud se pod́ıváme na obrázek 3.11, zjist́ıme,
že ve stroji byla entita od času 5 do 12 a poté jiná entita od času 15 do 18. Podobné
výsledky najdeme na ostatńıch obrázćıch a pokud se pod́ıváme na Gantt̊uv diagram 2.12,
můžeme ř́ıci, že se časy opět shoduj́ı. Co nelze z obrázk̊u vidět je to, o kolikátou entitu
se jedná. Tuhle informaci však pro tak málo entit nepotřebujeme ověřovat.
Obrázek 3.11: Počet entit v čase na stroji M4
Grafické výstupy námi zvolených stroj̊u jsme si vybrali z toho d̊uvodu, že jsou pro nás
nejzaj́ımavěǰśı a nejv́ıce nám potvrd́ı správnost vytvořené simulace. Pro ostatńı stroje
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Obrázek 3.12: Počet entit v čase na stroji M5
Obrázek 3.13: Počet entit v čase na stroji M6
bychom si mohli také vyžádat grafické výstupy pro všeobecnou kontrolu. To bychom však
nechali pro podrobněǰśı analýzy a složitěǰśı př́ıklady. Grafickým výstupem nemuśı být
pouze počet entit ve stroji, ale také čas odchod̊u entit ze stroj̊u. My jsme však zvolili
počet entit pro výstižněǰśı prezentaci výsledk̊u.
Na řadě máme kontrolu front F9 a F13. Grafické výstupy z front vid́ıme na obrázćıch
3.14 a 3.15. Tyto výstupy opět ukazuj́ı počet entit ve frontě v daných časech. Porovnáńım
z obrázkem 2.14 opět vid́ıme shodu. Můžeme tedy ř́ıci za předpokladu, že se simulace
chová podle skutečnosti, že matematický model je správně sestaven.
Obrázek 3.14: Počet entit v čase ve frontě F9
Přece jenom uvedené výstupńı grafy ze simulace se špatně prezentuj́ı. Nejvýstižněǰśı
výstup je Gantt̊uv diagram, který v kapitole 2 byl často použ́ıván a dával úplnou infor-
maci o procesech na stroj́ıch. Pokud do simulace přidáme tzv. To Workspace blok, můžeme
tyto bloky napojit na výstupńı porty všech stroj̊u. Těmito porty necháme přenášet infor-
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Obrázek 3.15: Počet entit v čase ve frontě F13
maci o počtu entit v čase. Poté přes To workspace blok přeneseme data do matlabovského
prostřed́ı, kde s nimi můžeme pracovat. V Matlabu data zpracujeme do požadované ma-
tice, která bude vhodná pro export to tabulky v programu MS Excel, který použ́ıváme
pro vytvářeńı Ganttová diagramu pomoćı naprogramovaného makra. Obrázek 3.16 ilu-
struje Gantt̊uv diagram simulovené výrobńı linky. Výsledkem je, že výrobńı linkou projde
6 entit za 64 časových d́ılk̊u. Tento diagram je shodný s diagramem 2.14. Tyto diagramy
se jenom lǐśı v uspořádańı proces̊u na paralelńıch stroj́ıch. Simulaci v programu SimEvents
najdeme v př́ıloze pod názvem vyr linka.slx.
Obrázek 3.16: Gantt̊uv diagram výrobńı linky-simulačńı př́ıstup
3.2 Heuristický př́ıstup
V této kapitole budeme řešit plánováńı optimálńıch údržeb stejného zadáńı jako v ka-
pitole 2.6. Tentokrát se, ale zaměř́ıme na simulačńı př́ıstup jako v předchoźı kapitole
3.1. Program SimEvents sám nenab́ıźı řešeńı této úlohy. Je potřeba zakomponováńı tzv.
Matlab blok̊u, které zahrnou do simulace vlastńı matlabovské kódy. Do těchto blok̊u, lze
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pośılat statistiky z jiných blok̊u. Jak jsme se už zmı́nili, statistikami mohou být např́ıklad
údaje o tom, kolik je právě v bloku entit atd. Tyto údaje potom ulož́ıme do proměnných
a pomoćı matlabovského programováńı můžeme s těmito údaji pracovat. Poté opět lze
upravené nebo nové údaje ve formě proměnných pośılat do blok̊u, které zpracovávaj́ı tyto
informace ze vstupńıch port̊u. Např́ıklad můžeme takto upravovat procesńı časy na ser-
verech nebo pozastavovat server. To se provád́ı pomoćı bloku Enabled Gate, který poza-
stavuje pr̊uchod entit na základě binárńıch hodnot ze vstupńıho portu. Na obrázku 3.17
vid́ıme ukázku zapojeńı zmiňovaných blok̊u.
Obrázek 3.17: Ukázka zapojeńı blok̊u
Prozat́ım jsme vysvětlili, jak simulaci v SimEventu rozš́ı̌rit o daľśı funkce. Ted’ je
potřeba, abychom se zabývali algoritmy, které řeš́ı optimalizaci údržeb na výrobńı lince.
Tyto algoritmy poté implementujeme do matlabovského kódu, který bude použit v Mal-
tab bloku. Algoritmus, který pro naš́ı úlohu použijeme, patř́ı do skupiny heuristických
algoritmů. Na obrázku 3.18 můžeme vidět schéma principu heuristického př́ıstupu. Si-
mulátor bereme jako černou skř́ıňku, do které vkládáme data. Data, která ze skř́ıňky
vycházej́ı optimalizujeme a poté opět vkládáme do simulátoru. Proces se poté opakuje,
dokud nedostaneme hledané řešeńı.
Mezi základńı algoritmy lze řadit metodu pokus omyl, která slouž́ı jako př́ıklad. Sṕı̌se
se využ́ıvaj́ı pokročileǰśı metody. Jestliže chceme hledat řešeńı podle strategie, tak ř́ıkáme,
že použ́ıváme heuristiku. Je však d̊uležité ř́ıci, že nejsou zaručena optimálńı řešeńı. Často
je však užitečné zjistit alespoň řešeńı lepš́ı než dosud nejlepš́ı známé.
Zdroj [34] uvád́ı popis nejznáměǰśıch heristických algoritmů. Př́ıkladem jsou genetický,
netopýř́ı algoritmus nebo optimalizace hejnem světlušek. Zdroj [26] uvád́ı, že na úlohy
plánováńı má optimalizace hejnem světlušek (firefly algorithm) lepš́ı vlastnosti než jiné
algoritmy, proto tento algoritmus použijeme pro naši úlohu. Skutečné světlušky se cho-
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Obrázek 3.18: Schéma heuristického př́ıstupu
vaj́ı tak, že sv́ıt́ı určitou frekvenćı a jasnost́ı. Jasnost se snižuje se zvyšuj́ıćı vzdálenost́ı
od zdroje. Jasnost záviśı také na absorpci světla okoĺı. Světlušky se chovaj́ı tak, že frek-
venćı a intenzitou svého světla přitahuj́ı ostatńı světlušky opačného pohlav́ı. Vlastnost
jak moc světluška přitahuje jinou budeme nazývat atraktivnost. Tento druh chováńı je
základ optimalizace hejnem světlušek, který vznikl v roce 2007 a je popsán ve zdroji [34].
Tento algoritmus použ́ıvá tato pravidla:
• Každá světluška může být světélkem atraktivńı pro jakoukoliv jinou světlušku bez
závislosti na pohlav́ı.
• Atraktivnost je závislá na intenzitě světla. Pro každé dvě světlušky bude platit,
že ta s menš́ı intenzitou světla se bude pohybovat k té s větš́ı intenzitou světla.
Atraktivnost a intenzita světla se snižuje s rostoućı vzdálenost́ı. Pokud ani jedna
světluška nesv́ıt́ı jasněji, tak potom se pohybuj́ı náhodně.
• Intenzita světla je určena účelovou funkćı.
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Algoritmus 1 Pseudo kód algoritmu hejnem světlušek
1: Účelová funkce f(x), x = (x1, . . . , xd), kde d je dimenze
2: Generuj počátečńı populaci světlušek xi, kde i = 1, 2, . . . , n a n je počet světlušek
3: Intenzita světla Ii v xi je určena funkćı f(xi)
4: Urči koeficient světelné absorpce γ
5: while t < maximálńı počet iteraćı do
6: for i = 1 : n do
7: for i = 1 : n do
8: if Ii < Ij then
9: Světluška i se bude pohybovat k světlušce j
end if
10: Změn atraktivitu se vzdálenost́ı r přes exp[−γr]
11: Přepočitej nové řešeńı a uprav intenzitu světla Ii
end for j
end for i
12: Seřad’ světlušky a najdi současné globálńı extrém g
end while
13: Vizualizuj výsledky
Pseudo kód je ukázán v algoritmu 1. Vektor xi představuje polohový vektor světlušky i.
Hodnotou rij označ́ıme vzdálenost světlušky i a j a jej́ı výpočet provedeme euklidovskou
normou (3.1).
rij = ||xi − xj|| =
√√√√ d∑
k=1
(xi,k − xj,k)2 (3.1)
Algoritmus ve svém výpočtu použ́ıvá několik parametr̊u, které ovlivňuj́ı výpočet,
a které si zadefinujeme. Absorpčńı koeficient γ vyjadřuje vlastnost okoĺı absorbovat světlo.
Tento parametr použijeme v rovnici (3.2), kde intenzita světla je vyjádřena funkćı e−γr
m
,
která záviśı na vzdálenosti r. Hodnota β0 je atraktivnost ve vzdálenosti r = 0 a β je atrak-
tivnost ve vzdálenosti r. Parametrem m zrychlujeme úbytek intenzity světla v závislosti
na vzdálenosti.
β = β0e
−γrm , m ≥ 1 (3.2)
Pohyb světlušky i k v́ıce atraktivńı světlušce j je určen vztahem (3.3). Ten ř́ıká, že
nový polohový vektor světlušky i źıskáme ze starého polohového vektoru, atraktivity
a náhodného vektoru εi. Vektor εi je vektor náhodných č́ısel podle Gaussovského nebo
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rovnoměrného rozděleńı. Parametr α ∈ [0, 1] je zvolen podle toho, jak moc chceme,
aby poloha byla ovlivněna náhodou. Pokud voĺıme β0 = 0, pak dostáváme náhodnou
procházku. Náhodná procházka je proces, kdy novou hodnotu źıskáme sečteńım předchoźı
hodnoty a náhodné hodnoty. O náhodné procházce se můžeme doč́ıst ve zdroji [34].
xi = xi + β0e
−γrmij (xj − xi) + αεi (3.3)
Př́ıklad 10
V tomto př́ıkladu použijeme stejně navrženou simulaci výrobńı linky jako v př́ıkladu
9. Do tohoto navržeńı v programu SimEvents potřebujeme přidat nové bloky. Zejména
Enabled Gate, který na základě binárńıho signálu zav́ırá nebo otev́ırá pr̊uchod entit. Dále
přidáme blok To Workspace, který nám zpracuje signály do matlabovského prostřed́ı.
Signály, se kterými budeme pracovat jsou časy odchod̊u entit ze stroj̊u. Na obrázku 3.19
vid́ıme větš́ı část zapojeńı blok̊u.
Obrázek 3.19: SimEvents - zapojeńı pro plánováńı údržeb
Nyńı budeme cht́ıt pomoćı optimalizace hejnem světlušek spoč́ıtat optimálńı údržby se
stejným zadáńım jako v kapitole 2.6. Vytvoř́ıme si matlabovský m-file, ve kterém imple-
mentujeme optimalizaci. Světlušky budou představovat vektory, jej́ıchž složky znamenaj́ı
začátky čas̊u údržeb na každém stroji. V tomto př́ıpadě vektory budou mı́t 15 složek.
Vstupńımi parametry pro výpočet jsou: počet světlušek, počet iteraćı, m, α a β. Význam
těchto parametr̊u jsme již uvedli a volbu těchto parametr̊u uvád́ı tabulka 3.2.
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Parametr γ jsme volili pro každý stroj jiný v závislosti na délce údržby.







Nevoĺıme účelovou funkci (2.3) jako doposud, ale tentokrát budeme minimalizovat
pouze odchoźı časy entit na posledńıch stroj̊u. Důvod je takový, že minimalizovat všechny
časy by bylo výpočetně náročné. Nová účelová funkce (3.4) má tu vlastnost, že se snaž́ı mi-
nimalizovat dokončeńı jednotlivých entit na výrobńı lince, ale nezaručuje, že entity budou
na stroj́ıch M1 až M14 opracovány co nejdř́ıve. Tento př́ıstup pro princip hledáńı op-
timálńıch údržeb bude dostačuj́ıćı. Funkćı atraktivnosti světlušek tedy bude nově zvolená
účelová funkce. Algoritmus pracuje s daty ze simulace, kterou po každé iteraci znovu
spoušt́ı, aby źıskal nová data a porovnal účelové funkce. Po stech iteraćıch v tomto
př́ıpad̊u docháźı k tomu, že světlušky maj́ı účelové funkce stejné nebo jejich rozd́ıl je
malý. Dostáváme, ale 20 r̊uzných řešeńı a my použijeme to s nejmenš́ımi hodnotami.
Potom data převedeme do požadované matice, kterou zpracujeme v programu MS Excel





Obrázek 3.20: Gantt̊uv diagram pro hledáńı optimálńıch údržeb pomoćı heuristiky
Na diagramu vid́ıme, že výrobńı linkou prošlo 5 entit za dobu 58 časových d́ılk̊u. To je
stejný výsledek jako na obrázku 2.18, i přesto že se uspořádáńı entit na paralelńıch stroj́ıch
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malinko lǐśı a údržby se překrývaj́ı. Hlavńı věc, které si všimneme je, že časy údržeb jsou
rozd́ılné. To je zp̊usobeno t́ım, že v př́ıstupu matematického modelováńı, jsme minima-
lizovali i časy údržeb. V simulačńım př́ıstupu tomu tak neńı. Důležitou př́ıčinou však
je, že v optimalizaci hejnem světlušek pracujeme s náhodnost́ı. Tedy hledáme výsledek
náhodně a neńı zaručeno, že výsledek je optimálńı a také že je jediný. Řešeńı je tedy
v́ıce a máme jich k dispozici tolik, kolik jsme na začátku výpočtu zvolili počet světlušek.
My nemuśıme na konci procesu zvolit světlušku s nejmenš́ımi hodnotami, ale i jinou,
která nám vyhovuje podle požadavk̊u. Výsledek záviśı také na změně parametr̊u. Je tedy
potřeba s parametry v́ıce pracovat a je nepravděpodobné, že na prvńı pokus dostaneme
hned výsledky. U př́ıstupu matematického programováńı jsme zkoušeli vyřešit podmı́nku,
aby se údržby nepřekrývaly. To by šlo řešit zavedeńım penalizačńı funkce, která bude
v př́ıpadě překryt́ı údržby zvyšovat hodnotu účelové funkce, a t́ım i zhorš́ı kvalitu řešeńı.
O tomto principu se můžeme doč́ıst ve zdroji [33]. Účelová funkce (3.4) by byla upravena
na účelovou funkci (3.5), která obsahuje parametr Q a indikátorovou proměnnou zj,j′ , kde













Parametr Q voĺıme jako velké vhodné č́ıslo a zj,j′ se ř́ıd́ı předpisem (3.6).
zj,j′ =
{





Analýza výpočt̊u a porovnáńı
4.1 Analýza výpočt̊u matematického modelu
V této kapitole se budeme zabývat výpočtovou náročnost́ı př́ıklad̊u z předchoźıch kapitol.
Dále bychom chtěli nalézt omezeńı počtu entit a stroj̊u.
Tabulka 4.1 obsahuje časy trváńı výpočtu pro r̊uzné počty entit. Počet stroj̊u jsme zvo-
lili 15 a analýza je prováděna na př́ıkladech z předchoźıch kapitol. Výpočty byly prováděny
na poč́ıtači s procesorem Intel Core i5-2450M CPU 2.50GHz s operačńı pamět́ı 8GB. Znak
* znamená, že výpočet nebyl realizován z d̊uvodu velké délky výpočtového času.
Tabulka 4.1: Tabulka výpočtových čas̊u matematických model̊u
Model/Počet entit 6 10 11 15 1000
Sériová výrobńı linka 0,02s 0,02s 0,02s 0,02s 3,32s
Paralelńı výrobńı linka - LP 0,48s 0,52s 0,52s 0,6s 8581s
Obecná výrobńı linka 0,09s 54s 2399s v́ıce než 24h *
Obecná výrobńı linka-fronty 1,95s 2028s 3365s v́ıce než 24h *
Obecná výrobńı linka-údržby 3,96s 53,62s 2368s v́ıce než 24h *
Z analýzy jsme zjistili, že pracovat s modelem sériové linky neńı výpočtově náročné.
Tento model dokáže pracovat až s tiśıćı entitami stále relativně rychle. Tento počet entit
můžeme pokládat za dostačuj́ıćı. U modelu čistě paralelńıho dostáváme pro méně entit
o něco vyšš́ı výsledky, avšak model s tiśıci entitami poč́ıtáme podstatně déle než u mo-
delu sériové linky. Analýzu paralelńıho modelu jsme prováděli pouze pro lineárńı verzi.
Nelineárńı variantu jsme nezahrnuli, protože je u ńı velice obt́ıžné měnit počet entit.
U obecného modelu je výpočtová náročnost vysoká, a je to zp̊usobeno paralelńımi částmi
a počtem stroj̊u. Tyto části potřebuj́ı zavést binárńı proměnné, a potom se problém stává
neceloč́ıselný. Do deseti entit model dokáže být relativně spoč́ıtán rychle. Avšak zvýšeńım
entit o jednu už čas výpočtu naroste a výpočet trvá několik hodin. Pokud je tedy model
použitelný pouze do deseti entit, neńı potom moc použitelný pro větš́ı práci. V málokteré
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výrobńı lince se vyráb́ı např́ıklad 10 kus̊u za den. Model by se dal jedině použit při tom,
kdybychom entity brali jako zakázky a d́ıvali bychom se sṕı̌s na výrobu globálně. Tedy
např́ıklad by jedna entita znamenala vyrábět vláčky, druhá entita vyrábět aut́ıčka atd.
Takže pro menš́ı plánováńı by se dal model univerzálně použ́ıt. Je však možné, že model
lze r̊uznými triky upravit nebo ho spoč́ıtat na výkonněǰśım poč́ıtači. Také jinou volbou
účelové funkce bychom mohli dosáhnout jiných výpočtových čas̊u. Jak ale uvád́ı [31],
okruh těchto úloh řad́ıme do NP těžkých úloh.
4.2 Analýza výpočt̊u simulačńıho př́ıstupu a porovnáńı
V této kapitole uvedeme výpočtovou náročnost simulaćı, které jsme provedli v kapitole
3.1. Tyto hodnoty porovnáme s výpočtovou náročnost́ı matematických model̊u výrobńıch
linek z kapitoly 2. Hodnoty čas̊u simulačńıho př́ıstupu uvád́ı tabulka 4.2. Analýza byla
provedena za stejných podmı́nek, které byly uvedeny v kapitole 4.1.
Tabulka 4.2: Tabulka porovnáńı výpočtových čas̊u
Model/Počet entit 6 15 1000
Simulace - Obecná výrobńı linka-fronty 4s 5s 8s
Simulace - Obecná výrobńı linka-údržby 141s 165s 19317s
Jak jsme zřejmě tušili, výpočtová náročnost simulaćı je mnohem menš́ı. Můžeme to
však ř́ıct pouze pro př́ıklady, které jsme poč́ıtali. Simulováńım složitěǰśıch systémů s hodně
rozhodovaćımi kroky v podobě heuristiky a zapojeńım matlabovských kód̊u se výpočtová
náročnost simulace zvyšuje. Avšak stále je únosněǰśı, než pro poč́ıtáńı pomoćı matema-
tického programováńı. Použ́ıváńı programu SimEvents je však pohodlné a k jeho použ́ıváńı
neńı nutná velká znalost matematiky. Každá změna, kterou je potřeba provést, např́ıklad
přidáńı entit, stroj̊u atd., je velice snadná a rychlá. Nevýhodou je, že SimEvents nenab́ıźı
řešeńı plánováńı údržeb a optimalizaci, a je potřeba doprogramováńı. T́ım jsou možnosti
omezeny na uměńı programátora. Přidáváńı blok̊u a jejich zapojeńı se nemuśı řešit pouze
ručně, ale lze napsat kód, který celý systém vygeneruje s požadovaným nastaveńım. To je
velice užitečné, ale bohužel neexistuje k tomuto postupu obsáhlý návod od výrobc̊u Si-
mEvents. Takže neńı jisté co vše lze kódem vytvořit, protože pro to neexistuje návod.
Tabulka 4.3 uvád́ı ceny pro komerčńı zakoupeńı produktu, které jsou potřeba pro práci
s modely matematického programováńı nebo simulace těchto model̊u. Řešič BARON je
potřeba pro výpočet úloh MINLP a NLP zat́ımco řešič CPLEX dokáže poč́ıtat úlohy
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LP a MIP. Pro simulaci v programu SimEvents je zapotřeb́ı koupě produkt̊u MATLAB,
Simulink a SimEvents.









Tato práce vznikla na základě spolupráce s firmou BOSCH DIESEL s.r.o. - Jihlava, která
požadovala vytvořeńı simulace výrobńı linky. Firma v prvńım kroku nepotřebovala opti-
malizovat linku, ale pouze mı́t simulačńı nástroj, se kterým by pracovala při plánováńı
odstávek. Simulačńı model byl realizován v programu SimEvents.
V diplomové práci byly shrnuty potřebné poznatky operačńıho výzkumu. V části mate-
matického modelováńı bylo sestaveno celkem 7 model̊u r̊uzných typ̊u výrobńıch linek. Tyto
modely byly r̊uzně klasifikovány a řešeny r̊uznými metodami. Ke každému modelu byl
uveden př́ıklad, který byl implementován v programu GAMS. V daľśı části práce byl roz-
pracován simulačńı př́ıstup modelováńı výrobńıch linek za použit́ı programu SimEvents.
V této kapitole byl simulován př́ıklad obecné výrobńı linky s frontami. Na tomto př́ıkladě
jsme se snažili řešit plánováńı údržeb pomoćı heuristických algoritmů. Tato metoda se
ukázala jako použitelná pro tento problém, přestože neńı zaručeno optimálńıch výsledk̊u.
Proto je d̊uležité s touto metodou individuálně pracovat pro r̊uzné př́ıpady a hlouběji
analyzovat zadaný problém konkrétńı výrobńı linky. Daľśımi výsledky této práce jsou
výpočtové časy r̊uzných model̊u a př́ıstup̊u, které byly porovnány a zhodnoceny. Zjistily se
výhody a nevýhody těchto dvou př́ıstup̊u. Simulačńı př́ıstup je mnohem snadněǰśı a rych-
leǰśı než př́ıstup matematického modelováńı, avšak je omezen na možnostech prostřed́ı
SimEvents. Velkým problémem u matematického př́ıstupu je, že s rostoućım počtem entit
roste velice časová náročnost výpočtu. Všechny výsledky byly prezentovaný Ganttovými
diagramy v MS EXCEL, které byly generovány na základě výstupńıch dat z programu
GAMS nebo SimEvents. Diagramy jsou vytvořeny pomoćı makra a jazyka VBA. Je proto
možné univerzálně použ́ıvat soubor vizualizace.xlsm, který najdeme v př́ılohách. Z d̊uvodu
velkého objemu dat zdrojových kód̊u programu GAMS jsou tyto kódy zahrnuty v př́ılohách
této práce v souborech typu GMS.
V celé práci jsme veličiny a parametry v matematickém programováńı, ale i v si-
mulačńım př́ıstupu, uvažovali deterministické. V některých př́ıpadech by mohl být tento
př́ıstup správný a náhodné vlivy bychom mohli zanedbat. Parametry tj, které představuj́ı
doby trváńı proces̊u na jednotlivých stroj́ıch, ale nemuśı být vždy stejné a mohou být
náhodné. Snadněǰśı však bude pracovat s pr̊uměrnými hodnoty z čas̊u, které jsme např́ıklad
v́ıcekrát naměřili. Daľśı náhodné jevy bychom mohli zavést v řazeńı entit do paralelńıch
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stroj̊u nebo v generováńı entit na začátku výrobńı linky. Poznatky o stochastických jevech
ve výrobńıch linkám nalezneme ve zdroji [24]. Dále bychom mohli modely rozš́ı̌rit o do-
pravńıky mezi stroji, které jsme v tomto textu neuvažovali. Dopravńık by se zavedl jako
daľśı stroj, jehož procesńı čas by znamenal dobu entity strávenou na dopravńıku. Doprava
do paralelńıch stroj̊u může být řešena portálem, který je naprogramován určitou logikou,
aby entity rozřazoval. Cestováńı portálu bychom museli zahrnout a je pravděpodobné, že
doba dopravy pro každou entitu by byla r̊uzná.
Velké výpočtové nároky matematického programováńı by se daly sńıžit paralelizaćı
výpočtu. To znamená, že bychom výpočet rozdělili na v́ıce část́ı, které by byly řešeny v́ıce
procesory v jednom čase. Metody, jak toto rozděleńı provést najdeme v [23].
Práce by mohla sloužit k základńımu pochopeńı modelováńı výrobńıch linek. Nemuśı
se nutně použ́ıvat pouze jednoho př́ıstupu, ale je vhodné př́ıstupy kombinovat. Použ́ıváńı
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